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Abstract 

Let g be a finite dimensional complex simple Lie algebra, K a commutative field and q a nonzero element of K which 

.^ \ is not a root of unity. To each reduced decomposition of the longest element wq of the Weyl group W corresponds a PBW 

basis of the quantised enveloping algebra U^{q), and one can apply the theory of deleting-derivation to this iterated Ore 

"^ ' extension. In particular, for each decomposition of wq, this theory constructs a bijection between the set of prime ideals 

1-^ ■ in U^{q) that are invariant under a natural torus action and certain combinatorial objects called Cauchon diagrams. In 

j^ \ this paper, we give an algorithmic description of these Cauchon diagrams when the chosen reduced decomposition of wq 

Ch ■ corresponds to a good ordering (in the sense of Lusztig |Lus90) ) of the set of positive roots. This algorithmic description 

i__i" is based on the constraints that are coming from Lusztig's admissible planes (Lus90] : each admissible plane leads to a set 

' of constraints that a diagram has to satisfy to be Cauchon. Moreover, we explicitely describe the set of Cauchon diagrams 

\jj \ for explicit reduced decomposition of wq in each possible type. In any case, we check that the number of Cauchon dia- 

p^ ■ grams is always equal to the cardinal of W . In [CM08J, we use these results to prove that Cauchon diagrams correspond 

^__l '] canonically to the positive subexpressions of wq. So the results of this paper also give an algorithmic description of the 

^^ ■ positive subexpressions of any reduced decomposition of wq corresponding to a good ordering. 



o 

OO 

o 



s 



1 Introduction 



^\ ' Let be a finite dimensional complex simple Lie algebra of rank n, K a commutative field and q a nonzero element of ] 



which is not a root of unity. We follow the notation and convention of |Jan96j for the quantum group Uq{Q). In particular, 
to each choice of a reduced decomposition of the longest Weyl word wq of the Weyl group W corresponds a generating 
system (X/3)^g$+) of the positive part U'^{q) oiUq{g) (see Section 3), where $+ denotes the set of positive roots associated 
to 0. 

The natural action of an n-dimensional torus o n U^{q ) induces a stratification of the prime spectrum Spec(Z//+(0)) of 
Uq{Q) via the so-called Stratification Theorem (see [GLOO]). In this stratification, the primitive ideals are easily identified: 
they are the primes of Z^+(0) that are maximal in their strata. This stratification was recently used in [ ADOS] , [LauQ7b) 
and [LauOTaj in order to describe the automorphism group of Z-/+(g) in the case where g is of type A2 and B2. 

As U^{g) can be presented as a skew-polynomial algebra, this stratification can also be described via the deleting- 
derivations theory of Cauchon |Cau03a) . In particular, in this theory, the strata are in a natural bijection with certain 
combinatorial objects, called Cauchon diagrams, and their geometry is completely described by the associated diagram. 
In fact, in the above situation, Cauchon diagrams are distinguished subsets of the set of positive roots <&+. (For this 
reason, we often refer to subsets of <&"'" as diagrams.) Note that to each reduced decomposition of wq corresponds a PBW 
basis of ^+(0) and so a notion of Cauchon diagrams. 
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The main aim of this paper is to give an algorithmic description of Cauchon diagrams in the case where the reduced 
decomposition of wq corresponds to a good order of <&"'" (in the sense of |Lus90 ]). Moreover, in each type, we exhibit a 
reduced decomposition of wq for which we are able to describe explicitly the corresponding Cauchon diagrams. 

Our first ingredient in order to obtain an algorithmic description of Cauchon diagrams is the commutation relation 
between two generators Xp and Xpr given by Levendorskii and Soibelmann ^LSQlj . These formulas are not explicitly 
known, so that one cannot easily use them in order to perform the deleting-derivations algorithm. As a consequence, the 
description of Cauchon diagrams does not seem accessible in the general case. For this reason, we will limit ourselves to 
the case where the reduced decomposition of Wq corresponds to a good order on $"*" (see | ILus90j 1. We recall this notion 
in Section 2. Although we still do not know explicitly all the commutation relations between the generators oiU^ig), the 
situation is better as we control enough commutation relations. More precisely, in this case, the commutation relation 
between two variables Xp, Xpi is known when (3 and (3' span a so-called admissible plane |Lus90| (see Section 3.4). Those 
relations allow the (algorithmic) construction of a set of necessary conditions, called implications, for a diagram A to 
be a Cauchon diagram (see Section 5.1). In Section 5.2, we prove that these conditions are necessary and sufficient (see 
Theorem l5.3.ip . so that we get an algorithmic description of Cauchon diagrams. 

In Section 6, we use this theorem to give an explicit description of these implications and these diagrams for special 
choices of the reduced decomposition of wq . More precisely, in each type, we exhibit a reduced decomposition of wq 
for which we explicitly describe the corresponding Cauchon diagrams. As a corollary, we prove that in each type the 
number of diagrams is equal to the size |VF| of the Weyl group. As the strata do not depend on the choice of the reduced 
decomposition of wq, this implies that the number of strata is always equal to \W\. This result was first proved by GoreHk 
[GorOOj by using different methods, but with the additional assumption that q is transcendental. 

In |CM08j . we use the results of this paper in order to show that Cauchon diagrams A are in one-to-one corre- 
spondence with positive sub-expressions w"^ of wq as defined by Marsh and Rietsch |MR04j . More precisely, assume 
Wo has a reduced expression of the form wq — Sai ° ■■■ ° s^^ and that this decomposition corresponds to a good order 
on $+. For all i € {!,• • • , A^}, we set (3i — s^^ o ... o SQ._i(ai), so that $+ = {(ii < ■■■ < /^at}. For each diagram 
A = {j3i^ < ... < (3i^} C $+, we set w"^ := s^. o ... o Sq,. . Then we have the following results (see [CMOS) ). 

• If A is a Cauchon diagram, the above decomposition of w^ is reduced. 

• The map A -^ w^ is a bijection from the set V of Cauchon diagrams to W. 

2 Root systems 

2.1 Classical results on root systems 

Let g be a simple complex Lie algebra. Let follow the notations of |Jan96t Chap 4]. 

Notation. 



• 



• 



We denote by <& a root system and E = Vect(<i>) (dim E = n). When II := {qi, ...,a„} is a basis of <&, one has a 
decomposition $ = $+ U $^, where $+ (resp. $^) is the set of positive (resp. negative) roots . 

Denote by W the Weyl group associated to the root system $ ; it is generated by the refiections Sq.^ {:— Si), 1 < i < n. 
The longest Weyl word in W is written wq. 



Definition 2.1.1. 

A root system $ is reducible if $ — $i U $2 where $1 and $2 are two orthogonal root systems. Otherwise $ is called 
irreducible. 

Let us recall that there is a one to one correspondence between the irreducible root systems and the simple complex Lie 
algebras of finite dimension. We say that g is of a given type if the associated root system is of the same type. The 
following definitions and results are taken from |Lus9Q) . 

Definition 2.1.2. 

Let n — {ai,a2, •■•,a„} be a basis of $ and j E [I,"] {■— {1,2, ...,n}). 



1. The column j is the set Cj := {/3 e $+| /? = kiai + . . . + kjaj,ki e N, kj ^ 0}; 

2. A root /3 — k\a\ + . . . + k^a^ e Cj is called ordinary if kj — 1; it is called exceptional if kj = 2; 

3. A column Cj is called ordinary if each root /3 of C, is ordinary; this column is called exceptional if every root /? of 
Cj is ordinary except a unique one (Pex) which is exceptional. 

Definition 2.1.3. 

A numbering 11 — {ai, q;2, •••, an} is good if all columns Cj are ordinary or exceptional. 

Example 2.1.4 (The G-2 case). The root system pf type G2 has rank 2, there are two simple roots ai and a2 such 
that ||q;2|| = v3||q!i||. II = {q:i,q;2} is a base for this roots system. The numbering 11 = {q;i,q;2} is good in this case 
because Ci = {ai} is ordinary and C2 — {q;2, ai + 02, 2ai + a2, 3ai + a2, 3ai + 2a2} is exceptional. 
On the contrary, the numbering II = {0:2, ai} is not good. For this numbering, Ci = {a2} is ordinary but C2 = 
{ai, q;2 + ai, a2 + 2q:i, a2 + 3q;i, 2q:2 + 3q;i} is neither ordinary nor exceptional. 

Proposition 2.1.5. 

Les g be a simple Lie algebra of finite dimension. The following numberings of the associated root system II are examples 
of good numberings. 

• If g is of type An, with Dynkin diagram : ai ~ a2 ~ • • • ~ cxn-i — (Xn, then 

n = {ofi, a2, • • • , ctn-i, a-n} is a good numbering. 

• If g is of type Bn, with Dynkin diagram : ai ^ a2 — ■ ■ ■ — a„_i — q:„, then 

n — {ofi, a2, • • • , ctn-i, ctn} is « good numbering. 

• If g is of type Cn, with Dynkin diagram : ai ^ a2 — ■ ■ ■ — cun-i — OLn, then 

n — {q;i, a2, • • • , ctn-i, OLn) is a good numbering. 

Ol 

\ 

• If g is of type Dn, with Dynkin diagram : 03 — 04 — ■■■ — o„_i — a„ , then 

/ 

n = {ofi, a2, • • • , q;„_i, q;„} is a good numbering. 

• If g is of type G2, with Dynkin diagram : ai ^012, then 

n = {oil, 012} is a good numbering. 

• If g is of type F4,, with Dynkin diagram : a\ — 02 ^ 0:3 — 04, then 

n = {a4, a.z,0L2,0i\\ is a good numbering. 

012 

• If g is of type Eq, with Dynkin diagram : \ then, 

a\ — 0^3 — (14 — Q5 — Qf(i 



n — {a2, a5, a4, ag, ai, ag} is a good 



num 
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• If g is of type E^, with Dynkin diagram : \ , then 

Ci\ — aa — Qf4 — Q5 — a(i — 07 



n = {a27 0^5: ct4, ct3j «!, OL?,-, 0^7} «s « ^oo^/ num 



a2 

• If 5 is of type Eg, with Dynkin diagram : \ , then 

Ci\ — ^3 — Qf4 — Q5 — Qf6 — ay — d^ 

n — {a2, a5, a4, as, ai, ag, 07, as} is a good numbering. 

The corresponding columns with these numberings are given expHcitly in the section 3 and one could verify that each 
column is ordinary or exceptional. In the following, the chosen numbering on 11 is always a good one. From 
Section 6 , we use the numbering from the previous proposition. 

2.2 Lusztig order 

The following definition is from [Lus90| section 4.3]. 

Definition 2.2.1. 

• For a root (3 = fciai + . . . + kjUj e Cj, the height of (3 is the positive integer h{(3) := ki + ■ ■ ■ + kj ; the Lusztig 
height of /? is the rational number h'{0) := ^h{P). 

• If i e h'{Cj), then the set B^-* :— {f3 G Cj\h'{P) — t} is called the box of height t in the column Cj. 
Remark 2.2.2. 



C, = U B^'-' 



Definition 2.2.3 (Lusztig order on *+^. 

We define a partial order on <&+ as follows. Let (3i and /32 be two positive roots, 

• If /3i € Cji and /32 € Cj^ with ji < J2, then /?i < (32. 

• If Pi and /?2 are in the same column Cj and if /i'(/32) < ft.'(/3i), then /3i < ^2. 

One can refine the previous partial order in a total one by choosing arbitrarily an order inside the boxes. Such a total 
order on $+ is called "a" Lusztig order. 

Observation. • a^ is the greatest root in Cj for any Lusztig order. 

• The positive roots of a box are consecutive for any Lusztig order, that is, i?-''* = {/3p, Pp+i, ..., /3p+;}. 

• Any Lusztig order induces an order on boxes. For example, the box before i?^'* in the column Cj is B^'^^^. 

Proposition 2.2.4. 

Let j G {2, ..., n}. Assume Cj is an exceptional column, we denote by /Sex its exceptional root. Then : 

1. /3e:.±(CiU...UQ_i) 

2. If D =< j3ex > and if sjj is the orthogonal against D, then : 

• S]j{Cj) — Cj and for any P £ Cj\ {f3ex}, we have (3 + S]j{f3) = j3ex. 

• Let B^'^ be a box different from the box which contain P^x- Then sb transforms B^'* into B^'^^^'"''~* . 

Proof : 

1. Let /? e Ci U ... U Cj-i. If P is not orthogonal to Pex^ then sp{Pex) = Pex + kp {k £ Z\ {0}) is a root of Cj whose 
coordinate on aj is equal to 2. This is a contradiction with the unicity of the exceptional root. 

2. We observe that sd = — s/3^^, so that sni'^) — $. 

• Let P be an ordinary root of Cj . We can decompose this root 

1 

2' 



P = aiai + ... + aj_iaj_i + -Pex [ai G 



From 1. we deduce that sd{P) = —aiai... — Uj^iaj^i + \Pex = Pex — P- This is a root from the previous 
observation. This root is clearly in Cj since P is in Cj \ {Pex}- 



• By the previous assertion, sd transforms two element from B-''* into two roots of the same height. We deduce 
from this fact (and from the fact that sd is an involution) that sd{B^'^) is a box denoted by B^'^ . The formula 
t + s — h{(3ex) is a consequence of the previous assertion. 

n 

Definition 2.2.5. 

The support of a root /? = aiai + ... + ajUj E Cj is the set Supp {(3) :— {a^ e 11 | a,; 7^ 0}. In particular, for (3 £ Cj, we 
have Supp{fi) C {l,...,j}. 

We are now ready to prove that the box containing the exceptional root of an exceptional column is reduced to the 
exceptional root. 

Proposition 2.2.6. 

Let i G {2,...,rt} Assume Cj is an exceptional column and denote by f3ex its exceptional root. Then h'{[3ex) 4- N, so that 
Pex is alone in its box. 

Proof : Denote IIj ~ {ai,...,aj} and <i>j == $ n Vect(nj). Then ^j is a root system with basis lij and 

$+ = $+nVect(nj). 

Let us consider the case where <I>j irreducible. Then we have 

Observation 1. If /3 is a root of <i>^ of maximal height then /3 G Cj. 
Proof of Observation 1. : 

Assume that (3 £ Ci with i < j. In the Dynkin diagram of $j which is convex as $j is irreducible, we can construct a 
path from a^ to aj. Denote this path by P = (ctij, ..., OfiJ, where ii = i and it = j. We know that Ui € Supp(/3) and that 
aj ^ Supp(/3). So there is a smallest index I such that ai, G Supp{j3) and ai,^! ^ Supp{0). Thus, for all a G Supp{P), 
we have {a,a^,^-^) < and, since a^, and ai^^-^ are two consecutive elements from P, we have (a^, ,ai,^j) < 0. We deduce 
that, {(3, ai,^^) < thus /? + ai,^.i G ^^ which contradicts the maximality of the height of /?. 

Observation 2. Pex is the largest root of $j. 

Proof of Observation 2. : Let (3 he a largest root in $j. We assume that (3 ^ l3ex. By the previous observation, we 
know that (3 G Cj and, by Proposition 12.2.41 Pex — 13 + sd{(3) is a sum of two positive roots, thus its height is greater 
than the height of (3. So (3 is equal to (3ex- 

We note that yhe existence of an exceptional root implies that $ j is not of type Aj . So ^j is of type Bj , Cj , Dj ,Eq,Ej,EstF4 
or C2 and, we deduce from |Bou68j that the height of the largest root is odd. Hence it follows from Observation 2. that 
the height of Pex is odd, so thath' (Pex) ^ N. 

Let us now assume that ^j is reducible. Denote by Tj the Dynkin diagram whose vertices are ai, ..., ttj, and whose edges 
come from the Dynkin diagram of $. We note II' the connected component of aj in F^; 

n' := {ai G Uj I there exists a path contained in Tj connecting ai to aj}. 

We note <!)' = $ n Vect(n'). It is a root system, whith basis II', and we have $'+ = $+ n Vect(n'). 

Observation 3. Cj C $'+. 
Proof of Observation 3. : 

Otherwise, there is a root in Cj \ $'+. If /3 is such a root, there is a simple roots in its support which is also in the set 
IIj \ n' . As the support of /? contains aj G II' too, we can write P — u + v with u — ai^ + . . . + cti, whose support is a subset 
of IIj \ n' and V — ai^^-^ + ... + ai^ whose support is a subset of II'. Let us choose (3 such that the integer I is minimal. 

• If Z = 1, then /3 — ai^ + v. As ctij ^ II', there is no link between ctij and the element of Supp(w). Then Sii(/?) = 
—ai-^ + f G $, which is impossible because the coordinates of this root in the basis II do not have the same sign. 

• So Z > 2. As (u,m) > 0, there exists a root in Supp(m), for example a^, , such that {u.a^) > 0. As above, we have : 

{v,a,,) =0^ (/?,«,,) >0^/3'=/3-a„ G Q \ $'+, 
which is a contradiction with the minimality of I. 



So we can conclude that Cj C $'+. 

Hence Cj is an exceptional column of <&' which is irreducible by construction. The proof above also shows that the 
exceptional root Pex satisfies h'{(3ex) ^ N. 

n 

We can now proove that any Lusztig order is a convex order. 

Proposition 2.2.7. 

"<" is a convex order over $+ 

Proof : Let /3i < /32 be two positives roots such that (3i + f32 £ $^. 

• If the two roots /3i and /32 do not belong to the same column, then /?i + P2 is in the same column as /32. In this case, 
neither (32 , nor f3i + P2 are exceptional and 

h'iPi + (32) = h{(3, + (32) = h{(3i) + h{[32) > h{(32) = h'{(32). 

Hence we have : /3i < /3i + /92 < /32 • 

• If the two roots (3i and (32 belong to the same column, then /?i+/32 is an exceptional root. We deduce from Proposition 
[23:41 that h'{Pi+(32) = ^'(^i)+^'(fe) . Proposition[2211excludes the case where h'{(3i+(32) = h'{(3i) = h'{(32) because 
the exceptional root is alone in its box. So we get h'{(3i) > /i'(/3i + (32) > h'{(32), so that (3i < (3i+ (32 < ^2- 

a 

Consider a reduced decomposition of wq — s^^ o Sj^ o ... o Si„ of the longest Weyl word wq. For all j G 11,^^1, we set 
(3j :— Si^ o Sj2 ° ■■• ° Sjj-i(«ij)- Then it is well known (cf, for example, |BG02l 1.5.1]) that {/3i, ...,Pn} — ^^ ■ For each 
integer j G |1,7V], we say that ai^ is the simple root associated to the positive root (3j. 

We define an order on <&"'" by setting (3i -< (3j when i < j. We say that "^" is the order associated to the reduced decom- 
position Xfo = Sij^ O Si2 O ... O Sij^ of Wo- 

In |Pap94t Theorem and remark page 662], it is shown that this is a convex order and that this leads to a one to one 
correspondence between reduced decompositions of wq and convex orders on $+. 
Hence, as the Lusztig order "<" is convex, there is a unique reduced decomposition 

Wo = S;' o Si' o ... o Si' of Wq whose associated order is "<". In this article, we always choose this decompo- 
sition for wq. 

The following proposition of Lusztig |Lus90[ section 4.3] explains the behaviour of the positive roots inside (non- 
exceptional) boxes. 

Proposition 2.2.8. 

Inside each ordinary box (box which does not contain the exceptional root), roots are pairwise orthogonal. Moreover, simple 
roots associated to the positive roots of a given box are pairwise orthogonal. 

Proof : For the type G2, explicit computations leads to the result. We now assume that g is a finite dimensional 
simple Lie algebra which is not of type G2- Recall that the positive roots of a box are consectutives. Let (3i and (32 be 
two consecutive roots of a box B in the column Cj. We note Ui-^ and ai^ the associated simple roots. 
Suppose that a^j is not orthogonal to ai^, hence A = — < a/^jttij >= 1 or 2 (recall that g is not of type G2). So 
we can write (O2 = w o Si-^{ai2) = w{Xai-^ + at^) = A/3i + w{ai2). As w{ai^) G <&, we must have A = 2, otherwise 
h{w{ai2)) — h{(32) — h{(3i) = 0, which is absurd. 

In this case, 7 = — ^(0^2) — 2/3i — (32 G Cj and h{-f) = 2h{[3i) — h{(32) = h{(3i). As (3i and (32 are distinct roots, so they 
are not collinear. So the set $' — $n Vect(/3i, /?2) is a root system of rank 2 which contains (3i, P2, 7 and their opposites. 
The equality 2/3i = 7 + /32 allows to state that <&' is of type B2 and that the situation is the following one : 

(32 (3i 7 




So 7 — /3i G *&; with /i(7 — /3i) — h{j) — h{l3i) = 0. This is impossible, and so a^j _L a^j. 

Then we get < /?i,/32 > = < w{ai-^),w{si^{ai2)) >=< ai^,Si^{ai2) > = < ai^jCti^ > = 0, as desired. This finishes the 
case where the two roots are consecutive. One concludes using an induction on the "distance" between the two roots /3i 
and (32- 

a 

Convention. 

For j e [1,"], denote Sj the smallest root of Cj. Let us recall that aj is the largest root of Cj. 

Proposition 2.2.9. 

Sj and aj are alone in their boxes. 

Proof : The root aj is alone in its box because it is the only roots of Cj whose height is equal to 1. 
To prove that Sj is alone in its box, we need the following result. 

Lemma 2.2.10. 

Let I < I < N and I < m < n. Set Ilm '■— {ai, ■■■,am}- If Pi ~ Sii--"Sii_i(Q^ii) is in the column Cm, then ai- G Ilm for 

Proof : The proof is by induction on /. 

If / = 1, then /3i = ai € Hi. 

If / > 2, then (3i-i is in the column Cm or C„j_i. By the induction hypothesis, it implies that a^j € !!„ (or a^^ S ^m~i C 

Ilm) for t G |1,^ — ll- We observe that /3/ = s^^...Si^_^{ai^) — a^, + ni_ia,^_^ + ... + nia,jj where each rit is in Z. As 

f3i € Cm, necessarily a^^ € Um- 

D 

Back to the proof of Proposition [2.2.91 : 

There is an integer 1 < I < N such that Sj = (ii — Si^osi.^o...osi^_^{ai^). As above, (ii = a^+ni-iai^_^ + ...+niai^ {rit G Z) 

with ail, ••■7«ii_i in ^j~i since (3i-i G Cj-i. As Pi G Cj, it implies that a^ — aj. 

If Sj{= Pi) is not alone in its box, then /3;+i is also in this box and one has (Proposition 12 . 2 .8|) a^ _L a.^^-^ . By the previous 

lemma, it implies that ai,^-, G Uj \ {aj} = IIj-i and Pi+i = Si^ o Si.^ o ... o s^^^ o Si,(ai,^J = s^^ o s^^ ° ••■ ° Si,„i(ai,^J = 

Oiii+i + "■J-ittii-i + ■•• + n'lai^ (nj G Z), which contradicts the hypothesis /?/+i G Cj. 

D 

Let us recall the following result (see, for example, ^Hum78| Lemma 9.4]). 

Lemma 2.2.11. 

Let P and S he two distinct roots of $+ such that {P, S) y^ 

• If{P,S) >0, thenP-S e<^. 

• If{P,6) <0, thenP + 6e^. 

Proposition 2.2.12. 

Let P be an ordinary root of a column Cj. Denote (as in the proof of Proposition [2^2. 6]) by Tj the diagram whose vertices 
are ai,...,aj, and whose edges are the edges from the Dynkin diagram of^. Denote by flj the connected component of aj 
in Tj . 

1. If P ^ aj then there exists e G {ai, ..., aj-i\ such that P — e G Cj. 

2. Supp P d^j. 

3. If P ^ Sj then there exists e G {ai, ..., ckj-i} such that P + e E Cj. 

Proof : One verifies that this proposition is true in the case G2 thanks to the description of the columns given in 
Example 12.1.41 Assume from now on that the root system is not of type G2. Set lij = {ai, ...,aj}. 

1. If it exists e G IIj \ {aj} such that (/3, e) > 0, one concludes with Lemma [2.2.111 So let us assume that for all 
e G IIj \ {aj}, we have (/3, e) < 0. 

As {P,P) > then {P,aj) > and P — aj — ji G $+ with aj ^ Supp(7i). One can write P — Pi + ji with 
Pi — aj G Cj and, since P is ordinary, we get aj ^ Supp{'ji). Since P ^ aj, one has h{P) > 2 and we will prove by 
induction that, for each integer i G |1, h{P) — Ij, one has P — Pi + Ji with Pi G Cj, 7^ G $"•" and h{Pi) = i. 



• As h{Pi) — h{aj) — 1, the result is proved for i — 1. 

• Let us assume that the result is proved for i with 1 <i <h{P) — \ and observe that, since /? is ordinary, 7^ ^ Cj 
so that Supp(7i) C Hj-i. As ('Jijji) > 0, there is e S ^j-i such that (74, e) > 0. As j < h{f3) — 1, one has 
h{ji) > 1. Hence 7^ ^ e, and so we deduce from Lemma [2.2. Ill that 7^+1 := % — e belongs to $+. 

So (/3, e) = (l3i,e) + (7i,e) and, since (/?, e) < 0, one has (/3i,e) < 0. So we deduce from Lemma [2.2.111 that 
(3i+i := Pi + e e Cj. Hence, (3 = (3i+i + jt+i with Pi+i € Cj and ^.(ft+i) = /i(A) + 1. 

So we have proved the result and, for i = h{(3) — 1, one has h{^i) = 1. So, since (3 is ordinary, we have 
e := 7i € Hj-i and P — e = /3i G Cj. 

2. The proof is by induction on h{(3). 
If h{(3) = 1, one has (3 — aj € V,j. 

Iih{f3) > 1, we deduce from 1. that it exists e G Hj-i such that /?' := /3— e € Cj. So /?' is ordinary and h{P') = /i(/3) — 1 
so that, by the induction hypothesis, Supp /3' C flj. It remains to prove that e G flj. 

li e ^ ilj, then e _L a for all a G Supp /?'. As a result, e _L /?'. Let us consider the plane P =< /3, e > and observe 
that $p = <& n P is a root system of rank 2. As $ is not of type G2, $p is not of type C2 as well. This forces ^p to 
be of type i?2. So one has the following configuration : 




As a result, /?' — e is a root. As Supp /3' C flj, one has e ^ Supp /?' which is a contradiction with l3' — e being a root. 
So, one has e € flj and then, Supp f3 C flj. 

3. Let /3 be a root of Cj, not equal to Sj. If it exists e e Hj-i such that (/3, e) < then one concludes thanks to Lemma 
12.2.111 

Let us assume that (/3, e) > for all e G ^j-i- If {P,aj) < 0, then Cj is exceptional and (3 + aj = (3ex- We 
deduce from Proposition 12.2.41 that sd switches aj and 5j, so that, f3ex = cij + Sj. It impHes that f3 = 6j which is a 
contradiction with the hypothesis. So one has (/9, aj) > and then, {f3, e) > for all e GUj. 
Before finishing the proof, we need to establish two intermediaire results. 

Observation 1. Supp{5j) = Vlj. 

Proof of Observation 1. 

From 2. one has Supp {5j) C Oj. Let us suppose that this inclusion is a strict one and consider a GVtj\ Supp((5j). 
As fij is connected, there exist a;'i,a2: ■••iQ^'s in ^ji '^ith s > 2, such that a'^ = a, aJ, € Supp(^j) and, for 1 < i < s. 

Let k be the greatest integer such that a'^. ^ Supp {5j). One has k < s and a'j,_|_i S Supp {6j). As (Sj is then a 
linear combination whose coefficients are positive integers of simple roots which are not equal to a'f. and, as the scalar 
product of two distinct simple roots is nonpositive, one has : 

K,Jj) < K,a'fc+i) <0. 

Then we deduce from Lemma [2. 2. Ill that 6j + aJ, G Cj \ {f3ex}, which is a contradiction with the fact that Sj is the 
smallest root of Cj . 

Observation 2. {P,Sj) > 

Proof of Observation 2. 

As {(3, (3) > 0, there is a € Supp(/3) such that (/3, a) > 0. By 2. and Observation 1, one has a G Supp 5j. As we have 
already proved that (/3, e) > for all e G Hj, one has (/3, e) > for all e G Supp 5j = Vlj C H^ ^ (/3, 5j) > {f3, a) > 0. 

By Observation 2 and Lemma r2. 2. 11) we have 71 := Sj — f3 G <&+ and, since f3 and Sj are ordinary roots of Cj, 
Supp(7i) C Hj-i. We prove now, by decreasing induction that, for each integer i G ll,h{Sj ~ /3)|, there exists 



Pi £ ^'^ with Supp {pi) C Hj-i, such that h{pi) — i and /3 + pi G Cj. 

• For i = h{Sj — 0), the result holds with p^ = 71 . 

• Assume i G [2, h{Sj — /3)] and assume that there exists pi such that i]i — (3 + pi e Cj. As {pi,Pi) > 0, there is e S 
Supp (pi) C Hj-i such that (pi,e) > 0. As we have already proved that (/3, e) > 0, this implies that {r]i,e) > 0. 
So we deduce from Lemma [2.2.111 that 77^-1 := 77^ — e G Cj and p,;_i :— pi — e <E $+. Clearly one has Supp 
(pi_i) C IIj-i, /i(pi_i) = z - 1 and /? + p,_i = ?7i_i G C-,. 
So the result holds and, for « = 1, e := pi G Hj-i and /3 + 

D 



eGQ. 



Proposition 2.2.13. 

Letje Il,?il. 

i. //Cj ?s ordinary, then h'{Cj) is an interval of the form |l,i]; 

2. If Cj is exceptional, then h'{Cj \ {/Sex}) is an interval of the form Il,2t]] (i G N*). 
Moreover we have h'{Pex) = i + ^■ 

Proof : The fact that h'{Cj) in the ordinary case (resp. h'{Cj \ {/3ex}) in the exceptional case) is an interval of 
integers comes from Proposition 12.2.121 It contains 1 — h{aj), and so the first case is proved. 

Let us assume that Cj is exceptional. Denote by i?i, ...^Bt the boxes which contain the roots smaller than /Sex for the 
Lusztig order. For these boxes, we have h'(Bi) > h'ifiex)- But the relation h{Bi) + h{B'^ = h{l3ex), for the image B'^ of Bi 
by sd, implies h'{Bi) > h'{(3ex) > h'{B'^). So we have exactly t boxes appearing after (3ex and the interval h'(Cj \ {Pex}) 
is of the form |l,2i] (t G N*). 
Moreover h{(3ex) = h{aj + soioij)) = 1 + 2t and finally h'{j3ex) —t + ^. 

U 
We now recall the notion of admissible planes introduced by Lusztig in |Lus901 Section 6.1]. 

Definition 2.2.14.. 

We call admissible plane P :=< (3,13' > a plane spanned by two positive roots /? and /3' such that : /? belongs to an 
exceptional column Cj and /?' = sd{P) is such that \h'{l3') — h'{l3)\ = 1. (In this case j3 -\- fi' = (3ex and h'{fiex) = ^ i 5)- 
or (3 is an ordinary root in any column Cj and (3' = ai with i < j. We set <I>p := $ n P and <I>p := $+ n P. 

Remark 2.2.15. If ^p is of type G2 then $ = G2 (due to the lengths of the roots). 

If $ is not of type C2 then the first condition leads to two different type of admissible planes, $p is of one of the following 

type : 



Type (1.1) 



Type (1.2) 



/?' /?e: 





A2 



B2 



P>Pex> (3' 



[3> I3ex> P' > Oii 



The second condition leads to four types of admissible planes, $p is of one of the following types 
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Type (2.1) 


Type 


(2.2) 


Type 


(2.3) 


Type (2.4) 


ai (32 


ai P' Pea: 


Pi P2 Pi 


P 
A 

ai 


\/ > 




' 










/3i 


P 


ai 




A2 


B2 with long ai 


B2 with short ai 


Ai X Ai 


/3i > /?2 > a. 


I3> pex> 13' > ai 


Pi> (32> P3> ai 




(3>a, 



We note that types (1.2) and (2.2) are the same. 

3 The quantized enveloping algebra Uq{Q) 

Let K be a field of characteristic not equal to 2 and 3, and q an element K* which is not a root of unity. Firstly, we recall 
definitions about Uq{Q) and U^{g) using notations from |Jan96[ chap4]. We recall then the Poincare-Birkhoff-Witt bases of 
Wq(g) construction using Lusztig automorphisms. There are several ways to construct the so called Lusztig automorphisms, 
we recall here three different methods. The Lusztig's one follows EL_us90| Section 3], Jantzen's one, which is the same as 
De Concini, Kac et Procesi, is explained in |Jan96t Section 8.14] and tPCKPQS^ Section 2.1] and a third one is necessary 
to established a link between the two others. We will explain each method and then see the links between the obtained 
bases. 

3.1 Recalls on Uq{g) 

Notation. 

For all a and n integers such that a > n > 0, we set 



n _ -n 



^'^ q-q-' 



a 
n 



q mq[a~n\-^ 



Moreover for all a G 11, we set (/„ = g 2 . 



Definition 3.1.1. 

• The quantized enveloping algebra Uq[Q) is the K-algebra with generators E^^ Fa, Ka and K^^ (for all a in 11) and 
relations (for all a, /3 G H) 



K^K-' = 1 = Ka^K^ 



KaFpK-^ = q 

EaFp — FpEa — 5af3 

where dap is the Kronecker symbol, and (for a ^ j3) 



Kg - K-^ 

qa - qa^ 



(1) 

(2) 
(3) 



l-Oj 



3 



E (-1)^ 



s=0 

1-00,3 



1-a, 



E (-1)^ 



s=0 



Q/3 



1 — a,a/3 

i 



Ei ''-'-' EpE^^O 



pl-^^-^FpF'a = 



(4) 

(5) 
(6) 



where a^p = 2(a, /3)/(a, a) for all a, /9 G H. 
• U^{g) (resp. U^{q)) is the subalgebra of ^^^(g) generated by all E^ (resp. F^) with a G 11. 
Let us recall two important results proven for example in |BG02| Section L6]. 
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Theorem 3.1.2. 

1. U^{g) is Noetherian domain. 

2. U'^{q) is graded by Z$ with wt{Ea) — a,wt{Fa) = —a and wt{K^^) = 0). 

3.2 Lusztig's construction 

Definition 3.2.1 (Lusztig's automorphisms). 

For all i e |1, n] there is a unique automorphism Tq. of the algebra Uq{Q) such that : 

Ta.^a. = -F^^K^^, T^^F^^ - -K-^E^^ T^^K^^ = K^^R-^^^ (j e |l,n]) 
and for j ^ i : 

r-\-s— — ai-i 



T^.F^^= Y. (-i)V'^i^ifi^a,i^i:) 



r) 

r-\-s^ — ai 



where E^^^ := -^ and d, = ^^. 



We now a fix a Lusztig order so that we can use the notations of columns and boxes as in the Section 2. The following 
result is given by Lusztig in |Lus90| Section 4.3] : 

Proposition 3.2.2. 

There is a unique map from <&"*" to |1, n], sending (3 to ip) such that the following properties are satisfied : 

1. Sif^ and Si^ commute in W whenever /3i and P2 are in the same box. Hence, for a box B, the product of all Si^^ with 
P £ B is a well defined element s{B) in W, independent of the order of the factors. 

2. ia, =jforje [l,n]. 

3. If P <E Cj and if Bi, ...,Bk are the boxes in Cj whose elements are strictly greater than (3 for the Lusztig order then 

s(Bi)s(B2)...s(Bfe)(a,^) = /3. 

We then set wp := s{Bi)s{B2)...s{Bk). 

We now recall the construction of a PBW basis of Z^+(g) due to Lusztig |Lus90| Theorem 3.2]. 

Theorem 3.2.3. 

Let w €W and Si^...Si^ be a reduced decomposition of w. Then the automorphism T^ :— Ta^ ...Ta^ depends only on w 
and not on the choice of reduced expression for it. Hence the Ta^ define a homomorphism of the braid group of W in the 
group of automorphisms of the algebra Uq{Q). 

Proposition 3.2.4. 

For all positive roots (3, we define Ep :— Tyji^{Ei^) E <&"'". These elements form a Poincare-Birkhoff-Witt basis ofU^{g) 
(JLus90\. proposition 4-2]) 

To obtain commutation relation in this context, we can use admissible planes. 

Notation. 

liP> P', then we set [Ef3,Ei3>]g = EpEf3' ~ q'^'^^'^'^Ep^Ep. 

Our aim in the remaining of this paragraph is to exhibit the form of the commutation relation between two generators 
E^ and E~^i , when 7 and 7' belong to the same admissible plane P. 

We first consider the case where 4>p{= $ D P) is of type G2- In this case, <& is also of type G2 and the commutation 
relations have been computed in |Lus90[ Section 5.2]. This leads us to the following result. 
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Proposition 3.2.5. 

Assume that $ is of type G2. Denote by ai the short simple root and by 02 the long simple root. This is a good numbering 
of the set of simple roots (see Example \2.1.4^ . The corresponding reduced decomposition of wq is S1S2S1S2S1S2 (sj = Sai) 
and, describing the roots in the associated convex order, one has 

$+ = {Pi = ai,/32 = 3ai +02, /Ss = 2ai + a2,/3i = 3ai + 2^2, /^s = ai + 0^2, /^6 = ^2}- 

The first column Ci is reduced to {/3i}, the second column C2 — {/32,/33, /34,/?5, /^e} is exceptional with Pex = Pi- One has 

• [Efi^, Ep^]q — XEp^ with A 7^ 0, 

• [Ep,,Ep,]q = \El^ withX^O, 

• [Ep,,E[3^]g = XE,3^ with X^O, 

• [Ef3s,Ep^]q = XEf)^^ with X^O, 

• [Ep^, Ef3-^^]q — XEp^ with A 7^ 0, 

• [Ep,,Ep,]q = XEp, withX^O. 

If $ is not of type G2, the commutation relations between the Lusztig's generators corresponding to two roots which are in 
the same admissible plane are known in several cases ( |Lus90l Section 5.2]). In particular, we have the following relations. 



Proposition 3.2.6 (^ not of type G2). 

• If P =< P, P' > is an admissible plane of type (1-1) , then $p = {/?, Pex = P + P' , P'} and: 



[Efi,Ep>]q = XEfi^^ withX^Q, 

[Ei3,Ei3^Jq = [Ei3^^,Ep>]q = 0. 



// P =< P, P' > is an admissible plane of type (1-2) . then <f>p = {/3, Pex — P + P' i P' , ctj} and the relations are: 

[Ep,Ep,]q = AS/3„ with X^O, 
[£^/3„, £^ajg = X'E}, with X' ^ 0, 
[Ep,Ea^]q = X"Ep> with X" ^ 0, 
[E^,Ef3jq = [Ep^^,Ep,]q = [Ep,,E^,]q = 0. 



If P =< P,ai > is an admissible plane of type (2.1), then <I>p = {Pi,P2 — Pi +ai,ai} (P = Pi or P2) and: 

o [-E/3i, Ea^]q — XEf}^ with A 7^ 0., 

° [EpiiEp2]q ^ [Ef32iEa,]q ^ 0- 



If P =< P,ai > is an admissible plane of type (2.2), then we have the same relations as in type (1.2). 



• If P — Vect{P,ai) is an admissible plane of type (2.3) , then ^p — {Pi, P2 — Pi + ai, Ps — Pi +2ai,ai} (P = Pi,P2 
or Ps) and the relations are : 

o [Efs^, Eai]q — XEp^ with A 7^ 0, 
o [Ef)„E0,]q = X'E}^ withX'^0, 



[Ep„E^^]q^X"E0, withX"^0, 

[El3iiEp,^]q ^ [Ep.^,Ep^]q = [Ei3^,Ea^]q = 



• If P ~< P,ai > is an admissible plane of type (2.1). then $p = {P,ai\ with P J- ai and, if P is ordinary, then 

[Ef3,Eo,^]q=0. 

Corollary 3.2.7. 

Assume $ is not of type G2. Let i, I be two integers such that 1 < i < I < n and rj G Ci 
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1. If {ij, ai) > 0, then [E,j,Ec,,]q = 0. 

2. If ri + a, = m7 with 7 e $+ and m e N*, then [i?,,, S^Jq = \EJ^, with A e K*. 

3. If rj = Tji + 772 with rji and 772 in Ci such that h{rji) + 1 = h{rj2) then [i?,,j , £'r;2]g = ^Erj, with A G K*. 
Proof : P — Vect(?7,Q;i) is an admissible plane of type (2.1), (2.2), (2.3) or (2.4) by definition. 

1. P is not of type (2.4) because (?y, a;) 7^ 0. We distinguish between three remaining cases. 

• If P is of type (2.1), then with the notations of Remark [2.2.151 we have t] = /32, and so the result follows from 
Proposition 13.2.61 

• If P is of type (2.2), then we have 77 — (3\ and so the result follows from Proposition 13.2.61 

• If P is of type (2.3), then we have rj = (3^, and so the result follows from proposition 13.2.61 

2. Since tti 7^ 0, we have 7 G P n $+ = $+, so P is not of type (2.4). We distinguish between three remaining cases. 

• If P is of type (2.1), then we deduce that to = 1, 77 = /3i and 7 = P2, and so the result follows from Proposition 
[3X61 

• If P is of type (2.2), then there are two possibilities: 

o 777 = 1, 77 = /3 and 7 = /?'. 
o 777 = 2, 77 = (3ex and 7 = /?'. 
In both cases, the result follows from Proposition 13.2.61 

• If P is of type (2.3), then we have 777, = 1, 7; = /3i (resp. 77 — P2) and j — f32 (resp. 7 — /Ss), and so the result 
follows from Proposition 13.2.61 

3. Let us consider the plane P :=< 771,772 >. It is an admissible plane (see definition 12. 2. 14p and ^p = {?7i,?7, ^72} (if P 
is of type 1.1) or {t/i, 77,772, c^i} with i < ^ (if P is of type 1.2). The previous proposition implies that [-^jji, £"^2]? = 

n 



XErj, with A G K"^ in both cases. 



3.3 Jantzen's construction 

In |Jan96| section 8.14], a different construction of a PBW basis is explained which also uses the automorphisms Pa, (a G 

n). 

For a given reduced decomposition of wq = Sij...Si„, we know that, for all /3 G $+, there exists ip G |l,iV| such that 
(3 

Definition 3.3.1. 

Let /3 G $+, we set w'p := Si^.-.s^^-i and define Xp := T^'^{Ea,^^), Yg := T^'^^Fa^^). 

The following result follows from |Jan96l theoreme 4.21 and 8.24]. 

Theorem 3.3.2. 

• 7/a G n, then Xa = Ea (fJanM, Proposition 8.20]). 

• The products X^l...XJ;'^ (h G N) form a basis ofU+{Q). 

. The products X';i...XllK^^K..KZ-Yl,\.:Y'pl (resp. K^' ...KZ-Y'^I-YZ^I-XZ' 
resp. Y^I...yZkZK..KZ"X^^I...XZ), (h,k e N, 777, G Z) form a basis ofU,{Q). 

The following theorem was proved by Levendorskii et Soibelman |LS91l Proposition 5.5.2] in a slightly different case. One 
can find other formulations in the literature (several containing small mistakes) . That is why we give a proof of this result 
in |Mer08[ Section 3.3]. We make this proof essentially by rewriting the one from |LS91[ Proposition 5.5.2]. 

Theorem 3.3.3 (of Levendorskii et Soibelman). 

If i and j are two integers such that 1 < i < j < N , then we have 



/3.<7i<...<7p<ft, 
p>l, fciGN 

where c^.^ G K and c,^,^ 7^ only if wt{X^l...Xj^) := /ci x 71 + ... + fcp x 7p = /3i + l3j. 
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3.4 Commutation relations between X^ in admissible planes 

The goal of this section is to show that the X^ satisfy analoguous relations to the E^ (see Section 3.2.). In order to achieve 
this aim, we start by introducing an intermediate generating system. 

3.4.1 Construction of a third generating system 

Let us recall the following well-known result : 

Lemma 3.4-1 ( fJanOS^ . Section 4-6) ■ 

1. There is a unique automorphism lo of Uq{g) such that uj{Ea) = Fa, uj{Fa) — Ea and uj{Ka) = Ka^- One has 

2. There is a unique anti- automorphism t of Uq{g) such that T{Ea) = Ea, T{Fa) = Fa and T{Ka) ~ K~^ . One has 

Convention. 

• Let i be an integer of |l,n]]. And set T^. -.— to Tq^ o t. This is an automorphism of Uq{Q) which satisfies the 
following conditions : 

T'a^Ea^ - -KalFa,, T'a^Fa^ = ~Ea^Ka^ T^^Ma, = Ka^K"^^' (j S |l,nl) 

and for j ^ i : 



TL^Ea,^ J2 {-irq'''E<^]Ea,E, 



(r) 



r+s— — ai 



TLFa,= J2 i-lYq-'-'F^Fa^F^} 

r+s—~aij 

• li Wp G W has a reduced decomposition given by Wp = Si-^...Si^, then we set T^ := r o Tm^ o r. We have 

rp/ rp/ rjif 

• If /3 S $+, then we set wp := Si^...Si^^i and we define XL :— T!^ (Eai ) and YL :— Tw^iFai )■ One has X'a — Ea 
and Ya = Fa for a e H. 

The Theorem of Levendorskii and Soibelman can be rewritten as below. The proof can be found in [MerOSl Section 3.4] : 

Proposition 3.4-2. 

If i and j are two integers such that 1 < i < j < N then we have 



^ft^ft - q~^'-'^^X',^X',^ = Yl -K^K'-X^ 



7p 
ft<7i<...<7p</3j, 
p>l, fciSN 



with c^- e K and c^- ^ only if wt{XillK..X,J^^) := /ci x 71 + ... + kp x jp ^ P^ + Pj 

3.4.2 Relations between Ep and X'^. 

As in previous sections, <&+ is provided with a given Lusztig order associated to a reduced decomposition of wq = Si^...Si,, 
In this case, we can improve the Theorem of Levendorskii and Soibelman. 

Theorem 3.4-3. 

If i and j are two integers such that 1 < i < j < N , then one has : 



X'.Xp^ - q-^f^-f'^^X'.Xp^ = Y. C^nK'-X^ 



/3,<7i<...<7p<ft- 



The monomials on the left-hand side whose coefficient C^^ is not equal to zero satisfies: 

• wt[x'J;^K..x'J;;)^p, + Pj; 
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• 7i is not in the same box as Pi; 

• 7p is not in the same box as (3j. 

The proof of this theorem is essentially based on the following result: 

Lemma 3.4 -4 ■ 

Let B — {/3p, ...,(3p+i\ be a box and a,;p, ...^ai^^^ be the corresponding simple roots. Then Vfc e |0,^]], we have: 

°''P "»p+fc-i ^ "'p+fc^ "*P+fc "»p *°p+fc-i *°p+fc + i "»p+( ^ "V+fc' 

Proof : We already know that if ai and a2 are two simple orthogonal roots, then Ta^{Ea2) — Ea2 — T{Ea2), hence 
^Qi (^012) = ^02- As Qfip, ..., ckip^, are orthogonal to each others by Proposition 12.2.8] the formulas above are proved. 

D 

Proof of Theorem 13.4.31 : The first point is provided by Proposition 13.4.21 If in the reduced decomposition of Wq, 
we change the order of the reflexions associated to the simple roots coming from a single box B, we find a new reduced 
decomposition of Wq. The positive roots of B constructed with this new decomposition of Wq are permuted as the simple 
roots are but the other roots are not moved. By the previous lemma, the XL P G B, are also permuted in the same way 
but are not modified, and the X^, 7 <^ i?, are not modified. Thus, without lost of generality, we can assume that /3,; is 
maximal in its box and that Pj is minimal in its box. As a result, if Pi < ji < ... < 7p < Pj, then 71 is not in the same 
box as Pi and 7p is not in the same box as Pj . 

D 

Remark 3.4-5. The proof of the previous theorem can be rewritten with the elements Xp{P e $+) so that we also apply 
Theorem 13.4.31 to those elements. 

We can now establish a link between the X'^s and the Ep's. 
Theorem 3.4.6. 

V/3 e $+, 3A/3 e K \ {0} such that X'^ = \pEp 

Proof : Let P and P' be two positive roots such that P > P'. Set [X'^, X'p,]q = X'^X'^, - q^^^^'^''> X'p,X'p. 
Let us deal first with the case where <& is of type G2. We keep the conventions of Proposition [33?5l It is known (Conventions 
3.4.1.) that, since Pi and Pq are simple, one has X'o = Ep^ and XL = Ep^. 
Thus 

[X'p^,X'p^]q = [Ep„Ep,]g - \Ep, avec A e K*. 

By Theorem 13.4.31 one also has [X'^^^^X'^Jq = fJ-X'^^ with ^ e K and, then, X^^ — Xp^Ep^^ with A^^ G K*. 
It implies that [X'p^,X'pJq — Xp^[Ep^,Ep^]q = vEp^ with z^ g K"*. We deduce as above that X'p^ = Xp^Ep^ with A/33 ^ ^* ■ 
Using the same method and considering [X'p ,X'p_^q = Xp,^[Ep^,Ep^]q.i one proves that X'^ = Xp2Ep2 with Xp2 G IK*. 
At last, one has [AT^^jAT^^J^ = Xpr^Xp^[Ep^,Ep^]q = vEp^ with j^ € K*, so it implies that X'p^ — Xp^Ep^ with Xp^ E K*. 

Suppose now that <& is of type G2, and consider a column Ct (t € II,"])- We just prove the theorem for all the roots of 
Ct. 

We first study the case of ordinary roots. 

Let P E Ct he an ordinary root. Let us prove the result by induction on h{P). 

If h{P) = 1, then P = at and as above X'^^ — Ea^. 

Assume h{P) > 1 and the result proved for all 5 € Ct an ordinary root such that h{S) < h[P). By proposition l2. 2.121 there 

is a simple root ai {i < t) such that /? — aj = 7 G C*. Moreover, 7 is ordinary because, if it is not the case P = j + ai would 

be exceptional which contradicts the uniqueness of an exceptional root in a column. So P :=< ai, P > is an admissible 



plane of type (2.1), (2.2) or (2.3) and then [E..^,Ea,]q ^ cEp (c S K \ {0}) (see Section 3.2). 



As h{j) = h{P) - 1 < h{P), one has AT^ = X-yE-y (A^. € K\ {0}), and as Ea^ = X'^^, one has : 

[X^,X^.]q = X^[Ej,Eai]q — XjCEp. 

By Theorem 13.4.31 Ep is a linear combination of monomials Xg ...X'g with 

ai < Si < ... < Ss < J, Ss not in the same box as 7, (5i not in the same box as ai and 

Si + ... + Ss = a,+-/ = P (*). 
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For all monomials, Ss G Ct and Sg is ordinary (because (3 £ Ct and j3 is ordinary). As (5s < 7 and 5s does not belong to 

the same box as 7, one has h{5s) > h{'j). Hence h{Ss) > h{(3), so that s = 1 and 5i — (3. This implies Ep = aX'„ with 

a G K \ {0}, and the result is proved. 

Let us now assume that fi is the exceptional root of Ct- Let 7 be the root of Ct which precedes 

/? in the Lusztig order and let 5 = sd(7), so that (5 + 7 = /3 (see Figure 1.). By Proposition 



12.2.131 one has h'{P) 



\ with m € N* and h'{Ct) = [1,2m]. If B is the box in Ct which 



Ct 



precedes /3, then h'[B) = h{B) = t + 1. As /? is alone in its box, we have 7 g i?, so that 
/i(7) = m + 1. Hence h(5) — m. Thus P = Vect (7,(5) is an admissible plane of type (1.1) or 
(1.2), and [Es,E^]q = cEplc ^ 0) (see Section 3.2). 

As 7 and S are ordinary roots, we already know that X!^ = X^E^ and X'g = XgEs with X^ ^ 
and Xs ^ 0. Thus, one has : 

[X's,X']q = X^X5[Es,E^]g = X^XscEp (A^ ^ 0,Xs ^ 0). 



Pk 



7 



(3 



JN 



Figure 1. 



As above, Ep is a linear combination of monomials X 



Si- 



.X'g^ with 



"f < Si < ... < 6s < 5, 6s not in the same box as 6 and 61 not in the same box as 7. As /3 is the only root of Ct which 
satisfies 7 < /? < (5, /3 is not in the same box as 6 and /? is not in the same box as 7. Hence s = 1 and Si = (3. So that 
Eft ^aX'p with ae K\{0}. 

D 
From Theorems 13.4.31 and I3.4.6t we deduce the following result. 



Corollary 3.4.7. 

If i and j are two integers such that I < i < j < N, one ha 

Ep^Ep^-q~^f'-P''^Ep^Ep^ = 



E 



CL^^E^^l...E^l. 



/3,<7i<...<7p</3j, 
p>l, fciGN 



The monomials on the left-hand side whose coefficient C^- is not equal to zero satisfies: 



• wt[X'^\K..X'J;;) = P, + (3,; 

• 71 is not in the same box as Pi; 

• 7p is not in the same box as Pj. 



3.4.3 Link with Jantzen's construction 
Proposition 3.4-8. 

Let Pi < P2 be two positive roots. 

1. IfEp.Efj^ - q-('^^^l^^'>Ef3^Ef3^ = kE'J!^ (k^Q,m>l and j e ^+), then 
Xp.Xp, - q+(P^'^-)X0,Xp, = fc'X™ (k' ^ 0). 

2. If Ef3^Ep^ — q^'-^'-'^^^'Ep^E/s-^ = kEjEs (k 7^ 0,7,(5 e $^,7 and S belonging to the same box), then Xp-^Xp^ — 

q+iPiA)Xp^Xf3, - k'X^Xs (k' ^ 0). 

Proof : Let P e $+. Let us recall (see Section 3.4.1) that Xp := T^'^{Ea^ ), X'p := T^^, {E^^ ), and that T^' = 

T o T^, o T. So we have Xp = t o T^, o T{Ea, ) = T{Xp). Let us also recall (see Theoreme l3.4 6p that X'p — XpEp with 

Xp £ K^ 

Let Pi < P2 be two positive roots. 
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1. If Ei3,Ef3, - q-^^''^^^Ef,,E0, = A:S™ (fc ^ 0,7 £ $+), then : 

= -q+iP^^f^^)Xp^\p^T{Ep,Ep,-q-(P^'f'-)Ep,Ep,) 



A^ 



fc'X™ with /c' e K* 



2. K Ep^Ep^ — q ^^^'^^^Ep^Ep^ = kE^Es {k ^ 0,"f,S & $^,7 and 5 belonging two the same box) so, by doing the same 
computations as in 1., we obtain : 

Xp.Xp, ~ q^^^'^-'^Xp.Xfj, = k'T{x:^X's) = k'XsX^ {k' ^ 0) 

As 7 and 5 are in the same box, we know (see Proposition 12. 2.8p that (^,7) = 0, so that, by Theorem 13. 3.3( we get 

X^Xs = X^Xs, as desired. 

n 

4 Deleting derivations in Uq{Q) 

4.1 U^{q) is a CGL extension 

In this section, we set A :— W^i^Q), Xi := Xp. for 1 < i < A^, and Xij :— q~(ft''^*) for 1 < i,j < N. We know from 
Proposition 13.3.3]) that, ii 1 < i < j < N, then one has: 

XjXi — XjiXiXj — Pj^i (7) 

with 

^.- E c,x;^\..x^r, (8) 

fe=(fei+l,...,fe3-l) 

where c^; G K. 

Moreover, as U^is) is $-gradued, one has 

Cfe 7^ ^ Af;.+\...A5L\ = XlJXl^^ for aWl <1<N (9) 

Thus, A satisfies |Cau03al Hypothesis 6.1.1]. 

From Theorem 13.3.21 ordered monomials in Xi are a basis of A, so that we deduce from |Cau03a| Proposition 6.1.1]: 

Proposition 4-i-i- 

1. A is skew polynomial ring which could be expressed as: 



A = K[Xi][X2; (72, 52]...[Xn; (Tn , Sn], 

where the aj 's are K-linear automorphisms and the Sj 's are K-linear a j -derivations such that, for 1 < i < j < N , 
crj{Xi) = Xj^iXi and 5j{Xi) = Pj^i. 

2. If I < rn < N , then there is a (unique) automorphism h„i of the algebra A which satisfies hjn{Xi) — A,„ ^Xj for 
l<i< N. 
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Moreover, we deduce from |Cau03a^ Proposition 6.1.2] the following result. 

Proposition 4- 1-2. 

1. A satisfies conventions from ]Cau03a[ Section 3.1], that is to say: 

• For all j e |2,iV], aj is a ^.-linear automorphism and Sj is a K-linear (left sided) a j -derivation and locally 
nilpotent. 

• For all j e |2, N}, one has (JjoSj = QjSjoaj with qj ~ Xjj = q^''^^'' , and for alii £ Jl, j — 1], aj{Xi) ~ Xj^iXi. 

• None of the qj {2 < j < N) is a root of unity. 

2. A satisfies ]Cau03a\ Hypothesis 4-1.2], that is to say: 

The subgroup H of the automorphisms group of A generated by the elements hi satisfies 

• For all h in H, the indeterminates Xi, ...jXat are h- eigenvectors. 

• The set {A e K* I {3h e H){h{Xi) = XXi} is infinite. 

• If m € |2, N^, there is km G H such that hm{Xi) — Xm.iXi if I < i < in and hm{X„-i) = qmXm- 

The previous proposition shows that ^^(fl) is a CGL extension in the sens of |LLR06) and so allows us to apply the 
deleting derivation theory ( |Cau03a l|). We describe this theory in the following section. 

4.2 The deleting derivation algorithm 

It follows from Propositions 14.1.11 and 14.1.2^ that A is an integral domain which is noetherian. Denote by F its fields 
of fraction. We define, by induction, the famihes X^'' — {XI )i<i<N of elements of F* :— F \ {0}, and the algebras 
A(') := K < X['\ ..., X^^ > when I decreases from TV + 1 to 2 as in |Cau03at Section 3.2]. So we have for all Z G |2, TV + 1] 



Lemma 4-2.1. 

If^<i<i<N, one has : 



with 



Xfx^ - X,,xf^xf^ = Pfl (10) 



p(0 ^ 

3,1 



n 



sij>l 

E c,(x(|\)^'+^..(xfj'=-^ st3<l, (11) 

k=(ki + \,...,kj-i) 

where Cj. are the same as in the formula ^, so that we also have the implication |0). 

Proof : See |Cau03a| Theoreme 3.2.1]. 

D 

Lemma 4-2.2. 

The ordered monomials on X\ , ■■■,X\^ form a basis ^''-^ as a K-vectorial space. 

Proof : See |Cau03a| Theoreme 3.2.1]. 
From Lemmas 14.2.11 and 14.2.21 above and from jCau03a| Proposition 6.1.1], we deduce that: 

Lem,m,a 4-2.3. 

1. A^') is an iterated ore extension which can be written : 

where ct; are K-linear automorphisms and Sj are K-linear (left sided) a, -derivations such that, for 1 < i < j < N , 

af{xf^)^X,^..xf^ and^\xf^)^P^. 

2. A^^i is the K algebra generated by the elements X^ % ...,X)^' with relations ^10\) . 

Let us recall that the automorphisms /im (1 < m < iV ) of the algebra A defined in Proposition 14.1.11 can be extended 
(uniquely) in automorphisms, also denoted by /im, of the field F. 
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Lemma 4-2.4- 

If I < m,i < N , one has hm{Xl ) = Xm.iXi so that km induces (by restriction) an automorphism of the algebra A'-^' , 

denoted by km . 

Proof : See |Cau03a| Lemme 4.2.1]. 

D 

Convention. 

Denote by H^'''> the subgroup of the automorphism group of ^^'^ generated by km {I < m < N) . 

By |Cau03al Proposition 6.1.2], one has : 

Lemma 4-2.5. 

The iterated Ore extension A'-''' = K[X[ ][-'^2 ! "'2 j '^2 ]---[-^n j "N' "nI satisfies the conventions of ]Cau03a\ Section 3.1] 
with, as above, Xi,j = q^^^-^ft) and qi = Xi,i = g^ll/^*'!! for 1 < i,j < N. It also satisfies the Hypothesis 4-1-2 of ]Cau03a^ 
with H^''' replacing H . 

Corollary 4-2.6. 

If J is a H"' -prime ideal of A^^> in the sense of \BG02\ II. 1.9], then J is completely prime. 

Proof : One has : 

• AC' = K[xf^][X^'^;cr^'\4'^]--[^w ;c^j^^'5w ] is an iterated Ore extension by Lemma[MJl 

• X{\x^' ,...,X^^ are i?*^'' -eigenvectors bv Lemma l4.2.4l 



^(')^ Yf ) = X,,xf^ ^ af (X«) and h^^{xf^) = g,xf 
root of unity by Lemmas 14.2.31 and 14.2.41 



• If 1 < « < j < A^, then one has hX'{X)'') = \j^^X\'' = ct] ^^i ) and hy{XJ') = qjXJ' with q, = Xjj £ K* is not a 



Hence we deduce from |BG02^ Theorem II. 5. 12] that J is completely prime. 
From the construction of the deleting algorithm ( |Cau03at Section 3.2]), one has : 

Lemma 1-2.7. 

1. xf"'^^ ^X, for alii e ll,N} 

2. If2<l<Nandifie [1, A^], one has 

X^+i) sit>l 



n 



^(l) ^ J +.XJ 



n=0 



E ^i^r'r"K"r"(-.""^ 



xrT" "•<' "" 



Lemma 4-2.8. 

Let J be an H^''^ -invariant (two sided) ideal of A'- K Let us consider an integer j G |2, A^J and denote by 

B = K[X^^\x^^^-(j''^\6'i'^]...[xf\;af_^,5^P_^] the subalgebra of A^^^ generated by x[^\ ...,X^/\. Then af{Br\J) = BnJ 
andSf\BnJ) C Bn.J. 

Proof : By Lemmas 14.2.31 and 14. 2. 4^ one has for I < i < j, 

.f(xf))=A,,xf)./.f(X«) (13) 

As a result, for all b £ B, a- (6) = h- {b). As J is iJ^-'-invariant, and as B is a, -invariant, we deduce that, for all 
be BnJ, we have cr]''(6) e BnJ. So, crf\B n J) C B n J . From the equality |(13]), we get that: 

(-Ty\xf^)^xj}xf^^(h!{Yixf') (14) 

As above, we deduce that ((yf^ {B n J) C B n J, so that af^ [B n J) = B n J . 

Finally, lib £ BnJ, then we have .5^(6) = xfh - af\b)xf^ eBnJ. 

U 
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If I e |2, A^], then it follows from ifT2|) that X^ = X^ . This element is a nonzero element which belongs to the two 
algebras A'-''' and A('+^-' (recall that none of the X^ is null). So, the set Si :— {{Xf Y \ p £ N} is a multiplicative system 
of regular elements of A'-^' and A'-^'^-^' . From |Cau03al Theorem 3.2.1], we deduce: 

Lemma 4-2.9. 

Let I G |2.iV|. Then Si is an Ore set in A^'^ and also in A'-'+^). Moreover, one has: 

4.3 Prime spectrum and diagrams 

Let us recall that the convention are Xi^ Xp, for 1 <i < N. Denote A := yl'^) ^ k < 7)3^, ■■■,Tp^ > with T/j, = xf' 
for all i. By lemmas 14.2.11 and 14.2.31 A is the quantum afRne space generated by T^^ {^ < i < N) with relations 
TpTp^ = \J,^TpJ0. for 1 < z < J < iV. 
Let us consider an integer I e |2, iV] and a prime ideal P G Spec(v4'^'+^^). 

• Assume x/'+^^ ^ P . 

Then, by |Cau03at Lemmas 4.2.2 and 4.3.1], we have S"; n P = and Q := A^') n P5f ^ G Spec(A(')). 

• Assume x/'+^^ G P . 

Then, by |Cau03at Lemma 4.3.2], there is a (unique) surjective algebra homomorphism 



5 



:A« 



(X('+^)) 



which satisfies, for all i, g{xf^) = ^f +^H:= xf""^^ + (X;''+^')), so that Q = 5"^(-^^) G Spec(A(')). 

We define this way a map 0; : Spec(A('+^)) — > Spec(A(')) that maps P to Q and, by composing these maps, we obtain 
a map = 02 ° •■• ° </'w : Spec(A) -^ Spec(^). By |CauQ3al Proposition 4.3.1], one has : 

Lem,m.a 4.3.1. 

Each 4>i (2 < I < N) is injective, so that 4> is injective. 

We can now define the notion of diagrams and Cauchon diagrams 

Definition 4.3.2. 

1. We call diagram a subset A of the set of positive roots <&+, and we note: 

Spec^(l):={QGSpec(A) \ Qr\{Tp,,...,Tp,} = {Tp | /? G A}}. 

2. A diagram A is a Cauchon diagram if there is P G Spec(A) such that ^(P) G Spec^(v4), that is to say, if (/'(P) n 
{T/ji, ..., r^„} = {r^ I /3 G A}. In this case, we set 

SpecA(A) = {P G Spec(A) | 0(P) G SpecA(A)}. 

By |Cau03al Theorems 5.1.1, 5.5.1 et 5.5.2], we have: 

Proposition 4.3.3. 

1. If A is a Cauchon diagram, then '/>(5pec^(A)) — Spec^{A) and (j) induced a bi-increasing homeomorphism from 
Spec^{A) onto Spec^{A). 

2. The family Spec^{A) (with A Cauchon diagram) coincide with the Goodearl-Letzter H- stratification of Spec[A) 

(JbUMI)- 

In the following section, we describe more precisely Cauchon Diagrams. In order to do this, the criteria in the next 
proposition will be needed. 
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Proposition 4.3.4- 

Let p(™) he an H -prime ideal of A'™) . 

p(™) g Im{(f>rn) if and only if one of two following conditions is satisfied 

1. xf^ i p(™). 

2. Xi"' e PW and e(™)((5^+'^(xf™+'^))e P(") /or l<i<m-l. 

r«;ftere (5^+^V^i™^'^; = ^iT'^ r^iri^'\ - , ^i"t''; (lemmaUJl^ and B^"^^ : IK < XJ"+^\ ... , X^^-t^^ > 
^ IK < X}" , ... , X^\ > is the homomorphism which send X^ to X^ ) 

Proof : Assume that P^™) g lm(0„), so that P^™) = 0„(P(™+-')) with p("+-') e Spec(A(™+i)), ^^j^^ 
assume that condition 1. is not satisfied. This impUes that P^™) = ker(g) where g : yl(™) ^ ^(™+i)/p(™+J) is the 
homomorphism which sends x|™^ to x^™'''^^ := x|™^^' + p(™+^). Let I < i < m— 1. 

Recall that S^^+'\xt^'^) = Pi™+'^(xf7+^\ ... , ^"t'^) and and that e(™) : fc < XJ"+^\ ... , xl^_X'^ > ^ 
k < Xi', ... , Xj^_i > is the homomorphism which transforms each X^ in X^'. Since X," £ p(™)^ we 

have Xi"+^^ e p(™+J) [CauOSa], Proposition 4.3.1. and so, (5^+^^(xf'"+^') e p(™+J). Now, we have 

_ p(m+l)/ (m+1) (m+l)x _ p(m+l) / -^(m+1) T^(m+l)x p(m+i) _ n 

This implies that e('")((5^'+^^(xf™+^^))) e ker{g) = P^"). 

If condition 1. is satisfied, then p('") e Im,{(j)m) by |Cau03at Lemma 4.3. 1.]. 

Assume that condition 2. is satisfied. Let 1 < i < m— 1, . Then we have, as previously, P^\ {Xl^-{, ... , x!;^^J-^^) = 
0(m)(4™+i)(^(m+i))) g p(™)^ So, in g^") = A('")/P(™), we have Pi'"+'^(x|;"^ ... , x^Tii) = 0. 

Since P^™/ = (see Lemma |42JJ), we can write Xm xf^' - \m,iXi Xm = PmA i^i+L ■■■ ' ^m-i) = = 
p(™+i)/'^(™) T,("') ^ 

If 1 < i < J — 1 with j 7^ m, it follows from Lemma [4.2. II that: 

(m) (m) _ s (m) (m) _ p(m) /-„(™) ^(™) ^ — p(™+l) /-„(™) t-C™) ^ 

So, by the universal property of algebras defined by generators and relations, there exists a (unique) homomorphism 
e : A'^"'+^) — > Qf™) which sends ATj to X; for all Z. This homomorphism is surjective, and its kernel ker(e) 

= p(™+-') is a prime ideal of A^^+i'. We observe that, since X^^ e p("), we have A:^"+^' e p(m+J)^ and that 
e induces an automorphism 

e: yl('"+i) /p(™+-') ^ q'™) = ^(™)/p(»") 

which sends X; " to Xi for all L Recall that /,„ : ^(™) -^ ^(™)/p(™) denotes the canonical homomorphism. 
So, 5 = (e)-i o /„ : A^™) ^ ^(m+i)/p(m+i) ig the homomorphism which sends At/™^ to x|™+^' for alU. As 
ker{g) = ker{fm) = P("\ we conclude that P(™) = 0„(P(™+-')), as desired. 

n 
5 Cauchon diagrams in U^{q) 

In [CauOSbj . Cauchon uses a combinatorial tool to describe "admissible diagrams" (which are called "Cauchon diagrams" 
here) for the algebra Oq(M„(fc)) of quantum matrices. Thanks to Lusztig admissible planes theory (see Section 3.2), 
results from Section 3.3 and the deleting derivation theory, we describe those diagrams for U^{g) (where g is a simple Lie 
algebra of finite dimension over C). The goal of this section is to prove the following statement: 

Theorem: A diagram A C $^ satisfies all the implications from admissible planes (to be defined) if and only if A is 
a Cauchon diagram (in the sense of Definition I4.3.2P . 

5.1 Implications in a diagram 

Lemma 5.1.1. 

Letje ll,Nj, le 12, Nl PC+I) be a prime ideal of A<^^+^^ and P^^^ := (/3i(p('+i)). 
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1. Ifxf+'^ e p('+i), then xf e P('). 

^ ^^^0+1) ^ ^jO ^^^.^ .^ .^ particular the case if j > I), then one has: xj'+^^ e P('+^) J/ and only if xf e P^^\ 
Proof : The second point can be shown as in }Cau03a[ lemma 4.3.4]. Let us show the first point when j < I. 

P* case : The pivot (in reference to Gaussian elimination) nj := X^ belongs to p('+^'. Recall (see Section 4.2) that 
there is a surjective homomorphism of algebra 



aw 



(xr') 



which satisfies g{X^/'') = xf +''(:= xf+'^ + (x/'+'^)) for all i € |1,7V]. As xf+^'> G P^^+^\ one has g(xf ) G 
^,sothatXf .,-(^)=:P('). 

2"^^ case : The pivot vj = xf "''^^ does not belongs to p('+i). Set S'z := {ro"|?i € N}. Recall (seeSection 4.2) that we have 

P(0^^(0n(p('+i)5ri). 

Set J := ll /i(P''+^') and observe that J is an i/^'+^^-invariant two-sided ideal by construction. As A'^''^^^ 

|Cau03at Hypothesis 4.1.2 ] by Lemma[MH xj'+^^ is an i/^'+^^-eigenvector. Thus, since xj'+^^ belongs to p('+i), 
it also belongs to J. 

Prom LemmalMJl we deduce that (<^f^^^)" o (crl^^^A " (xf^^^) e J C P^'+i^ for all n G N. As a result, we get : 

Thus, xf e A(') n (pC+i)^;-!) = pC). 

D 

Lemma 5.1.2. 

Letl G |2,iV| and P"^^' he a prime ideal of A"'^ K Consider an integer j with2 < j <l and set P'^^' = Lpj0...oipi[P"~^^>). 

1. Assume that (3j is in the same box as j3i or in the box before (3i 's one. Then 

. iX^/+'^ e p(J+i)) => {X^/+^^ e p(^+2)) ^ ... ^ (xj'+i) e pC+D). 

^. Assume that the boxes B and B' of (5j and (3i (respectively) are separated by a box B" containing a unique element 
Pe such that Xlt+'-'^ e P(^+i). Then {x\'+^^ e P(^+i)) ^ (XJ'+^' e pC+i)). 

Proof : 

1. Let fee |j + 1, so that Pk is, in the same box as as /3j, or in the same box as /?/. As these boxes are consecutive or 
equal, one has XkXj = q-<l^>-f^^> XjXk, so that by Lemma[M31 we have x\^^^^ xf^^^ = q-<Pk,P,> xf+^^ X^^^^\ 
So one has S'^^'^^^xf^'^^) = and, by |Cau03a| Section 3.2], we get : 



+ 00 



^f -E^^-K'^'O °(-r'0"'(^i'^'M^^'^'0" =T.^'s{€^'^) {xf^'^)(x\^^'- 



s=0 s=0 



^(fe+1) 



(A.,A^elK). 

This shows the first point. The second point follows from Lemma [5. 1.11 

2. As B and B" are consecutive, 1. implies that x\'^^'^ = ... ^ X^/+^^ and that (XJ^'+^^ e p(J+i)) => ... => {X^/+^'> e 
p(e+i)j_ It just remains to show that: 

^jfe) ^ pik) ^ ^jfe+i) ^ pik+i) p^^^ e + 1 < fc < L 
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We do that by induction on k. As in the previous point, we have 

+00 
"3 "J 






s=l 



If 6f. {X^ ) = 0, then one has X- = X and we conclude thanks to Lemma [5. 1.11 

Otherwise, one has (Sf +^^(XJ''+^^) ^ A (xi''+^^)" (m e N*, A e K*) by Lemma SXH and, as S' and B" are 



consecutive, 



^(.+1) ^^(fc+l)^J ^ ^ ^^(..+i)y ^^(fc+i)^ ^ ^ (4'+'')'"' ((Xi'^+i))") = pour . > 1 
^ Xf^ = Xf +1) + A' (Xi'+'^y (Xi'+'A ' avec A' G K*. 



If X^+^ e pC^+i), then consider the homomorphism g : A^^) ^ 7^^^ which satisfies 9{x'>''^) ^ xf +^'(:= 
^|fe+i) ^ (x^fc+i))) for i g |i^7v] (see Section 4.2). By definition of (j)k f tCauOSaj Notation 4.3.1.]), one has 

P(^) = a-^ ("-^^SS-V So 



(^(.+1)) 



p(fc+i) 



xf-) e P^'^) ^ g(xf )) = xf +1) e ^1^—- ^ xf +1) e pC^+i) 

•• By L, one has xi'=+^' = ... = xi''^^ - xi'=+^) and {X^/^''^ g^p(e+i)) ^ ... ^ (xi'^) e p(^-)) ^ (x^'^+i' e 
PC^+I)). Set, as in |Cann3al Theorem 3.2.1], Sk := {(^f '^^^)" | n G N} so that P^'^+i) = A('^+i)n(pWS'^i) 
by definition of (fk |CauQ3al Notation 4.3.1.]. Then one has : 

As Xf +^^ is also in A^^^'+i), one has xf +^^ e p(fe+i)^ as claimed. 

D 
We use |Cau03al Proposition 5.2.1] to determine the shape of Cauchon diagrams. Let us rewrite this proposition in our 
notation: 

Proposition 5.1.3. 

Let Is. he a Cauchon diagram and let P G Spec{A) . The ideal P belongs to SpecA (^) if and only if it satisfies the following 
criteria : 

(V / G [1, iVl) (xf +') e p('+i' ^ A e A) 

We can now prove the following proposition. 

Proposition 5. 1.4. 

Let A be a Cauchon diagram and Pi E IS. (1 < I < N). Assume there is an integer k £ |1,/ — 1| such that Xp^Xp,, — 
q-^PiA)Xp^Xi3^ = cXp^^ ---Xp^ with c e K*, s > I and k < ii < ... < is < I. Then one of the Pi^ (1 < r < s) belongs to 

A. 

Proof : Let P € Spec^(A). By Lemma [4. 2. H one has: 

^0+i);^0+i) _ g-(A,ft);^a+i);f (^+1) ^ c4^+i)...x('+l) := M. 

By Proposition [5T3l one has x/'+^' e p('+i) so that M G pC+i). As p('+i) is a prime ideal of A^'-+^\ we know by 
|BGQ2t II.6.9] that p('+i) is completely prime, so that there exists r e Il,s| such that ^^',^^' e p('+i). By Lemma ISXTl 

we deduce that X|*'' G p(v+i) ^nd, by Proposition 15.1.3] we obtain (3i^ € A. 

D 

Convention. 

We say that a diagram A satisfies the implication 
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1. /3,„ ^ /3,, if {(3 J, e A) ^ (/3,, e A). 

2. ^, :'_'_^: 

"^^-ft. if (fto e A) ^ (/?,, e A) or ... or (/?,, G A). 

Proposition 15. 1 .41 can be rewritten as follows: 

Proposition 5.1.5. 

Let A be a Cauchon diagram and Pi ^ A (1 < I < N). Assume that there exists an integer /c G |1,Z — IJ such that 
Xfi.Xp^ ~q-'-'^'-^''^X(}^Xf), =cX^\..X^^^ withce K*,s>l,k<ii< ... < is < I and mi, ...,ms G N*. 

1. If s ~ 1, then the solid arrow Pi -^ Pi^ is an implication. 

2. If s > 2, then the system 

of dashed arrows is an implication. 
In the three following propositions, denotes by A a Cauchon diagram. 

Proposition 5.1.6. 

Let I < I < n and P E Ci. If there exists i £ [1, Z — 1] such that P + ai — mP' with m gN* and P' G <&"*", then P -^ P' is 
an implication. 

Proof : We know (see Proposition 13.2.51 when $ is of type G2, Corollary 13.2.71 when $ is not of type G2) that we 
have in this case a commutation relation of the type EjjEa^ — q^^-^^'EonEf^ — kE^i with fc ^ (where Ej are defined in 
Section 3.2). 

Then, it follows from Proposition 13.4.81 that XisXa^ — q^^^'°'^'^XaiXfj = k'XJ^ with k' ^ 0. So we deduce from proposition 
15. 1.51 that /3 — + /?' is an implication. 

D 

Proposition 5.1.7. 

Let Ci (I < I < n) be an exceptional column. If P & C'l is in the box following the box of the exceptional root Pex, then 
P — * Pex is an implication. 

Proof : Suppose first that $ is of type G2. With the notation of Proposition 13.2.51 one has I = 2, Pex = P4, P = Pb 
and one has a commutation formula of the type Ep^^Ep^ — q^^^'^'-"^ Ep^Ep^ = kEp^ with k G K*. It implies, by Proposition 
15. 1.51 that P = Pz ^ Pex = Pi is an impHcation. 

Suppose now that <& is not of type G2. We know (see Proposition 12.2.131) that h'{Pex) = ^ + 5 (i G ^*), so that 
h'{P) = h{P) = t. We also know (see Proposition [2231) that if D =Vect(/?ex), one has P' = sd{P) = Pex - P & Ci, so 
that h'iP') = h{P') = h{Pex) - h{P) = i + 1. As a result, P =Vect(/3, /?') is an admissible plane of type (1.1) or (1.2). 
So, by Proposition 13.2.61 we have a commutation relation of the type EpEpi — q'^^'^ ''Ep^Ep — kEp^^ with k ^ 0. As in 
Proposition mOl this implies that P -^ Pex is an impHcation. 

n 

Proposition 5.1.8. 

Let Ci (I < I < n) be an exceptional column and Pex be its exceptional root. Assume that there exists i G Il,Z| such that 
Pex + cti — P[^ + P[^ with P[^ 7^ P[,^ in the box which precedes Pex- Then the system 

is an implication. 
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Proof : As, by hypothesis, I3[_^ ^ I3[^ are in the box preceding the box of (3ex, the root system is not of type G2 (see 
Proposition 13.2. 5p . 
As in the proof of Proposition 15.1.6] it is enough to prove that: 

[S/3„,SaJg := ^/3..Sa. " ^^'^^ '"'^Sa. £;^,, = ^Ep.^Ep,^ avec A e K* 

Recall from Proposition 12.2.41 that Pex -L en, so that: 

(a,,^^^ +4) = {a,,(5ex+a^) = \\a,\\^ ^ (a»,/3-J > or (a„4) > 0. 

We can assume, without loss of generality, that {ai,(3[^) > 0, so that (Corollary 13. 2. 7p [Ep' ,Eai]q = 0. 

As in the proof of the previous proposition, one has: 

• h'iPex) ^t+l(teW) and h'{f3'J = h'iP'J = t+ 1, 

• Ai = sd(/3j'i) and Pi^ = soiP'^J belong to Ci and satisfy /i'(Ai) = /i'(Ai) = i, 

• Ep^^Ef^,^ - q^f'^-^^'^^^Ep,^E0^^ = fc^^^^ with k^Q. (*) 

By definition of Pi^ , one has Pex = /3i2 + /^ia > so that 

A'l + A', = /3e. + a, = A, + A'^ + a» ^ A', = A, + a». 
Thus, by Corollary [3X3 we have [Ep^^ , £:„,], := /i£'^^ {h ^ 0). 

We know that U^{q) is Z$-graded. So there is a (unique) automorphism a oiUq{g) such that for all u £ W+(g), homo- 
geneous in degree /?, o'(u) — q^^-^^'u. 
Denote by 5 the interior right-sided cr-derivation associated to Ea^ , so that 

5{u) = uEo,, - E^^a{u) (Vw G ^^+(0)) 

If ^ G Ci, one has 5{Ep) = £;/3^c«, - q^'^^'^^^E^^Ep = [£;/3,£:aJg and, this implies: 5{Ep'^^) = and 5{Ep^^) = /i£;;3^^ ■ We 
can show with (•) that : 

k[Ep,..E^:^q = k5{P,^) = 5[Ep^^Ep,J~ q^^^-^^'^.H{Ep,^Ep^^) 

= EpJ{EpQ+5{Ep^^)a{Ep,^)- q^''^-^^'^\Ef3>J{Ef,J + 5{Ep,Ja{EpJ) 

As /Jj'^ and /3j'^ are in the same box, we know (Corollarv l3.4.7p that Efj' Ep' = Epi, Ep', , so that: 

k[Ep^^,E^^], = /j(g('3:.-"') - q^^^^-'f''^2^)Ep,^Ep,^ 

Since Pi^ + Pl^ = Pex, P — ^e'C^{Pi2 ^ Pl^) is an admissible plane of type (1.1) or (1.2) (see Remark l2.2.15p with {Pi2,P'i^} — 
{P,P'}, so that iPi2,Pi2) ^ 0. As we have assumed that {ai, Pl^) > 0, this implies that: 

[Ef3..,E^,]q := Ep^^E^, - g(^-'"')£;„,S^^^ = \Ep,^Ep.^ with A ^ 0. 

n 

5.2 Implications from an admissible plane 

We define the notion of implications coming from an admissible plane P, and we verify that all Cauchon diagrams satisfy 
all implications from admissible planes. Let us begin by showing some precise results on the exceptional root and near 
boxes behaviour. First, let us recall some notation introduced in Sections 2 and 3. 

Notation. 

• Ci, ..., C„ denote the columns of <&+ (relative to the chosen Lusztig order). 

• In the following, we consider a diagram A, that is, A a subset of $+. 
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• For any integer j € |1, n], we set Aj := AnCj = {/3„j, ..., /3„, } C Cj — {Pk, ■■■, Pr}- If the column Cj is exceptional, 
f3ex denotes the exceptional root and B^x '■— {Pex} is its box. Then Bi denote the box of Cj which precedes B^x 
and B'l the one which follows B^x in the Lusztig order ; so that sd{Bi) — B[. 

In Propositions 15.1.6] 15.1.71 and 15. 1.8[ we proved the existence of implications thanks to admissible planes. We formaHse 
this fact in the following definition of "implications coming from an admissible plane" : 

Definition 5.2.1. 

Let P e Cj with hi {(3) = I and, P be an admissible plane. 



1. If $p ~ {/?, [3 + ai, ai} with i < j type (2.1)| then the implication coming from P is /3 —> /3 + cii. 



2. $p = {/?, /? + ai,P + 2ai,ai} with i < j type (2.3)] then the implications coming from P are (3 ^ (3 + at and 

P + ai —> l3 + 2ai. 



3. $p = {/?, /9 + j3',f3} with i < j,(3' e Cj and /i(/3') = h{[3) + 1 |type (1.1)[ then the implication coming from P is 



4. i>^ = {ui.ai + /3,ai + 2/3, /3} with i < j, h'{ai + 2/?) = ^ and h{P) = l \type (1.2)| or [type (2."2)| , then the 



implications coming from P are P ^ ai + P, P ^ ai + 2P and ai + 2P ^ ai + P- 



5. "Sp = {P,ai} with i < j, ai±P and there are /3i and P2 in Cj such that P + ai = Pi + P2 type (2.4), then the 

Ax :; " 

implications coming from P are ^ ^ ft 

6. $p = $+ = {Pi, ■■■jPg} is the positive part of a roots system of type G2 (see Proposition l3.2.5|) . then the implications 

coming from P are Pe -^ P5, Pb -^ Pi, Pb -^ Pa, Pi -^ Ps, Pd. -^ P2- 

Lemma 5.2.2. 

LetpeCj. 

1. If P belongs to a box which follows {Pex}, then P -^ Pex is an implication from, an admissible plane. 

2. If there is i < j such that 7 = /? + a^ G $+ then P —> j is an implication from an admissible plane. 

Proof : The results holds in the case where $ is of type 62. From now on, we assume that $ is not of type G2. 

1. Let P —< P,Pex >■ It is an admissible plane of type 3 or 4 in the previous definition and in each case, P -^ Pex is 
an implication coming from P. 

2. Let P =< P, ai >. It is an admissible plane of type 1,2 or 4 in the previous definition and in each case, /? ^ 7 is an 
implication coming from P. 

n 

Proposition 5.2.3. 

Let A be a Cauchon diagram. Then A satisfies all the implication coming from admissible planes containing elements of 

A. 

Proof : Let /3 € A and P be an admissible plane containing p. Recall (see Definition 15. 2. ip that $p — $+ n P. 

1. If $p — {P, P + ai,ai} with i < j, then it follows from Proposition 15.1.6] that A satisfies the implication P ^ P + ai. 

2. If <i>p = {P, P + ai,P + 2ai,ai} with i < j, then applying Proposition 15 . 1 .61 to P and P + ai, we get that A satisfies 
the implications P ^ P + ai and P + ai ^ P + 2ai. 

3. If $p = {P,P + P',P} with i < j, P' G C-j and h{P') = h{P) + 1 then it follows from proposition IsTtI that A satisfies 
the implication P ^ P + P' . 

4. If $^ = {ai,ai+P,ai + 2P,P} with i < j and h'{ai + 2P) = ^^, then it follows from Propositions 15 . 1 .6[ ISTTI and 
15.1.81 that A satisfies the implications P ^ ai + P, P ^ ai + 2P and ai + 2P ^ ai + P. 
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5. If $p = {(3, ai} with i < j, ai_L/3 and there exist /3i and (32 in Cj such that (3 + ai ~ [3i + P2, then it follows from 
proposition 15. 1 .81 that A satisfies the implication ^^fe • 



6. If $p = $+ is of type G2, Proposition 15 . 1 .61 impHes that A satisfies the impHcations Pe ^ PsjPb ^ [33,(3^ — + /?3, /Js ^■ 

D 



/32. Moreover Proposition 15 . 1 . 7l implies that A satisfies the implication /^s — > /34. 



5.3 The converse 

The goal of this section is to prove the converse of Proposition 15.2. 31 . that is: 

Theorem 5.3.1. 

If IS. is a diagram which satisfies all the implications coming from admissible planes, then A is a Cauchon diagram. 

Let (3 £ $+ be a positive root of the column Cj. We denote by Bq the box which contains (3, by Bi the box which precedes 

Bo in the column Cj (if it exists) and by B2 the box which precedes Bi in Cj (if it exists) . 

Set $+ = {ai I z < j} U {7 < /3 I 7 is in the box of /?} U Bi U {B2 if Bi = {l3ex}). If 7 G $+, then there exists k e |1, iV] 

such that 7 = /3fe and recall (see section 4.1) that X^ = Xk. 

Set Df!:=K<X^\-f <(3> 



Lemma 5.3.2. 



Dp = K<X^ I 7 e $t > 



Proof : Set D^ := K < X^ \ 7 £ $t >C Dp. Let us start by showing that, for i < j, we have {X^,7 £ Ci} C D'^. 
If $ is of type G2, {X^, 7 £ Ci} is the empty set or it only contains Xa-^ £ D'^. If $ si not of type G2, then we prove this 
result by induction on ft. (7). 

If /i(7) = 1 , then 7 = a^ and X^ £ D'^ by definition of $t. 

If /i(7) > 1 and 7 ordinary, then by Proposition 12.2.12} there exists / < i such that 7' = 7 — a; £ $+, so that, by 
Corollarv 13.2.71 and Proposition 13.4.8] one has X-^ € K < X~f>,Xai >C D'^ (by induction hypothesis). 

If /i(7) > 1 and 7 exceptional, then we know (see Proposition 12.2.4]) that in this case, there are two ordinary roots of 
Ci, denoted rji and 772, such that ryi +772 = 7 and h{ri2) = h{r]i) + 1. This implies by Corollarv 13 . 2 . 71 and Proposition 
13.4.81 that X^ e K < X^j,Xj,2 >C D'n {Xjj-^ and Xr^^ are in D'^ because 771 and 772 are exceptional). 

It just remains to show that {-^^717 G Cj, 7 < /3} C D'^. 

If /i(7) = h{(3) with 7 < /?, then 76$^. So X^ £ D'^^. 

One uses again an induction to show that for each ordinary box B of Cj such that B < Bq (i.e. all roots (3 oi B are 

strictly less than all roots of Bq), one has {-^^717 £ B} C D'a. 

• Assume that Bi ordinary. 

The result is true for the box Bi since Bi C $^. 

Let B be an ordinary root of Cj such that h{B) > h{Bi) and 7 € B. By Proposition 12.2.121 there is a; G 11 (Z < j) 

such that 7 — a; G <&+. Then 7' := 7 — a; is in an ordinary box B' of Cj such that h{B) — h{B') + 1 > h[B') > 

h{Bi) > /i(i3o) and one has X^^i £ D'^ by induction hypothesis. 

If $ is not of type G2, then we deduce from orollary r3.2.7l and Proposition 13.4.81 that [X^',Xai]q — kX^ with k £ K*. 

As Xai £ D'p, this impHes that X^ £ D'^. 

If $ is of type G2, then we deduce from Propositions 13.2.51 and [3A8l that [X^',Xai]q = kXj with fc G K*. As 

Xai £ D'a, this implies that X^ £ D'a. 

• Assume that Bi exceptional. 

The results is true for B2 since, in this case, B2 C ^t. 
This is the same proof as above with Bi replaced by B2. 
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It just remains to prove that li B — {pex} is an exceptional box of Cj such that B < Bq, then one has X/j^^ g -Da. 

li B = Bi, then one has B C $t, and the result is proved. 

Assume that B < Bi. As above, one has /Sex = ?7i+^2 with 771 and t]2 two exceptional roots oiCj such that h{r]2) = /i(?7i)+l. 

The boxes of rji and 772 are ordinary, on each side of S, so less than or equal to Bi, so strictly less than Bq. As the result 

holds for ordinary boxes, X^j^ G D'^ and X^^ G D'^. 

If $ is not of type G2, then we deduce (as above) from Corollarv l3.2.7l and Proposition 13.4.81 that AT^^ G D'o. 

If $ is of type G2 , we deduce (as above) from Propositions 13.2.51 and 13.4.81 that Xp^^ € D'^ . 

So we can conclude that Dp = D'p. 

n 

Let us recall that A = U+{q) =K.<Xp^ M e p, N} >:= K < Xi\i e |1, iV| >. Let Pr and /3^+i (1 < r < iV - 1) be two 

consecutive roots of $+ {(3r < /3r+i). Recall that A^''+^^ ^K< A:f''+^^ > and A^"-^ =K< A:f ^ > (1 < r < N) are the 
algebras deduced from A by the deleting derivation algorithm of Section 4. 

Lemma 5.3.3. 

Let Pr G ^ be a positive root of the column Cj and Do := K < X^ | 7 < /3r >. Then 

dI+'^ =K< Xf-^+i) I 7 G *X > • 

Proof : By Lemma [4.2.1t the commutation relations between the X^ with j < (3r are the same as the commutation 
relations between the X^ with 7 < /3r . So the proof is the same as the proof of lemma 15.3.21 but with X^ replaced by 

_ _ D 

Denote, as in section 4, V • SIpec A '-^ Spec (A) {A — A''^>) the canonical injection, that is , the composition of canonical 
injections ipr : Spec {A'-^^^>) ^-> Spec {A'-'^') for r e |2, iV]. Recall that a subset A 0/$+ is a Cauchon diagram if and 

only if (3P e Spec{A)){ip{P) =< T^\-f G A >). 

Proof of Theorem 15.3.11 : Let A C $"*" a diagram satisfying the implications coming from the admissible planes. 
Set Q :=< Tj\j e A >. By }Cau03a[ Section 5.5.], this is an i/^^^-prime ideal, so completely prime, of A'-^' = A and, if 
/3 e $+ \ A, then Tp is regular modulo Q. So, Q n $+ = {T^\-/ G A}. 

Let us show by induction, that for each r € J2, A^+ 1|, there exists P'^^^ G Spec (A'*"^) such that Q — (p2 ...o ipr^i{P''^^) ■ 
If r = 2, then in this case, one has (^2 o ... o <y3r-i — Idg r^-, and P'^' = Q. 

Consider an integer r G |2, TV], assume that there exists P'^^^ € Spec(A(''^) such that (^2 ° ■■■ ° 'fir-iiP''^^) = Q 
and let us show there is P(''+i) G Spec(A('-+i)) such that (p^(P(''+i)) = P('')( So that (^2 o ■■• o V3r(P^''+^^) = Q). 

• If A:^''^ i P^''\ then this follows from Proposition |4X1 

• Assume now that Xr G P''"' . From the second point of Proposition 14.3.41 it is enough to show that 



Q{r) (^5(-+i)(xf +1')) e p('-) pour l<i<r~l. 



Observation. It is enough to prove that e('')((5^''+^^(xf +^^)) G P^''^ for i G |1, r - 1] such that A G $^^. 
Proof of the observation : Let i G |1, r — 1]. It follows from Corollary 15.3.31 that: 

Xf+i)= Y. m,.+i4''^''...4''^'^ ou r:={,G Il,r- 111/3, G$+} 
ji,---,iaer 



Thus 



^(.+i)(^(.+i)) ^ ^^^_^^,^c^+i)(xj[+i)...xj:+i)) 
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X 



(r+1) 



Then 



'■) Xf) 



As each G^') (^si'^+'\xj^+^^)'^ G p('-) by hypothesis, one has e('-) (^6i^+'\x^^+^^)) e P^-\ 



(r) 



Back to the proof of the Theorem 15.3.11 : 

For each sG |2,r-l|, set P(") = ^^ o ...(^^_i(pM). 

Observation. Pr S A. 

Indeed, as Xr' e P^^\ Lemma 15.1.11 impHes successively that Xr~ G pi^-^) ^ 



Xr G P(2) = Q. Hence T/3^ = X^^ G Q and so Pr G A. 

Recall that, if (ir G Cj, then ^^^ = {«» | i < j} U {7 < /3r | 7 G Bq} U Pi U (P2 si Pi = {/Je^r}) (Po 
is the box containing (3^ Pi is the box preceding Pq if Cj if exists and P2 is the box preceding 
Pi in Cj if exists) . 



X 



(r+l) 



C, 



I3r 



D 



Pa 



Pi 



Po 



Let z G |1, r - 1] such that pi G $^^. 

• If A G Po U Pi, then the Theorem [3A3] implies that 5^""^^\x'f+^'^) = 0. Hence e''') ((5^'^+^^(xf +^^)) = G P^''\ 



• Let us assume that Pi = {Pex} with (3ex = Pe (e < r), and that Pi G Pa- 



.(r+l) 



By Theorem 13.4.31 6l {X> ) = Pr i is homogeneous of weight /3r + A and the variables X; "^ which appear 
in P^ j are such that /?; G Pi = {Pe\- So P,.^ is equal to zero or is of the form AX™ with A G IK* and 
mPex = Pr + Pi, so that (by comparing the coefHcient on aj) one has m — I. 
If P^^;/!) = 0, then one has G^"^) (,5,(.''+'^(xf +'^)) = G P^''). 

Otherwise, assume that P^^ = AX™. As A satisfies the implications from admissible planes. Lemma [5. 2. 21 implies 
that A satisfies the implication /?,- -^ Pex and, as Pr G A, one has Pex G A. 

Then Xe G Q = P^^^ and by Lemma lB.l.H Xe G P^'^+i) . As /3e and Pr are in consecutive boxes by construction. 
Lemma [5.1.21 shows that 
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So, we deduce that 0^^^ ((5f'"+i)(xf +1^)) = e<^''-\Xx!;'^+'^) = Xxi'^ e P('^). 

• Consider now the case where Pi = ak with k < j. 

If Sl''+'\X^'-+''^) = 0, then one has Q^^^ ((5^"+'^(xf +^^)) - G P^^l 



ic(''+i)^v('-+i) 



Assume that 6i-^ '{Xl^ ') ^ 0. From Theorem [3Al we get that 



i<i-l<...<is<r 



Js 



This imphes that 



,...j, e K* ^ (/3j, + ... + /3j^ = /3r + afc et pj,,...,Pj, i Bq) 



i<jl<...<js<r 

and that is enough to show that, if Cj-^,,,,j^^ £ K*, then one has X^^' ...X^^J e P'-^' . 

So, take (ji, ...js) such that i < ji < ... < js < r and let us assume that Cj-^^,,,j^ ^ 0. Considering the coefHcient of 
aj in the following equality 

l3j,+... + Pj^=Pr+ak, (15) 

we deduce that Pj^ G Cj. As f3j^ ^ i?o and js < r, the box Bi exists. 
The proof splits into three cases. 

•• Bo and Bi are ordinaries. As js < r and /3j^ ^ So, one has /i(/3,) < h{f3jj. By ifTSJ) . h{f3jj < h{(3r + "fc) = 
h{j3r) + 1. As a result, s = 1 and (ij^ G i?i. That is why, on has (Lemma l5.2.2p the impHcation f3r -^ (3j,- Since 
Pr G A, one has f3j^ G A and, as above, X-^° G p(is+i)^ so that AT ^'^ G P*-'"'. Hence the considered monomial 
whose coefficient c-,j^...j\, 7^ is in P^'"'. 

•• Bq is ordinary and Bi is exceptional so that P2 exists. As in the previous case, one checks that s = 1 and 
Pj^ & B2. So from Lemma [5. 2 .2^ there exists an implication Pr -^ Pj^- Also, From lemma [5221 one has the 
implication Pr -^ Pe- Since Pr G A, one has Pe.Pj, G A, so that x'f'^^^ G P^^+i^ and ATJf +^^ G p(J=+i). By the 
second point of Lemma [HJl one deduces that X^J G P^^>. Thus the considered monomial is in P^^K 

•• Bq is exceptional. Since Pj^ ^ Bq, Pj_, is ordinary in Cj. By the equality (fTS]) . one has s > 2 and /3j,_j is also 
ordinary in Cj. Set /i(/?r) := 2Z + 1 (? > 1). We knows that h{Pj^_J >l + l, /i(/3jj > ^ + 1 and h{Pr + ak) = 2/ + 2. 
This implies that s = 2 and Pjs-nPjs S -Bi. The equality ifTSJ) can be then written as /9r + "fe = /^js-i + Pjs- 

• •• Assume /3j^_i 7^ Pj^, so that /3j,^i and Pj^ are in the same box Bi, so they are orthogonal. As a result, 

$ is not of the type G2 (in the G2 case, the boxes contain only one element). Set P :=< Pj^,Pj^_i > 

the plane spanned by Pj^, Pj^_i, and assume <I>p ^ {Pj^-n Pjs}- So, since $p is not of type G2, ^p is 

of type A2 or B2. As /3j.,_i and Pj^ are orthogonal, $p is of type B2 and there exists P G <&+ such that 

Pr + ttk ^ /5js_i + /3js — TT^P with TO = 1 or 2. 

If TO = 1, then P and /3r are two distinct exceptional roots of Cj, which is impossible. 

Hence to = 2 and so Pr + ak = Pj,-i + Pjs = 2/3- This impHes that h{P) = l + l, so that P is an element of Bi 

too, different from /3j^_i and Pj^. As a result, P,Pjs-i,Pjs are pairwise orthogonal, which is a contradiction 

with the equality /3j^_j + Pj^ = 2/3. 

So one has <I>p — {Pj^-i^PjA and so we have the implication "^/? • Hence one of the two roots Pj^, 

Pj^_, is in A. If, for example, Pj^ G A, one has, as in the first case, X^//^^^ G p(J^+i) and ATJJ^ G P^^^. The 
considered monomial is in P'-''^ as claimed. 

• ••If Pjs_i = Pjs, then the equality IjlSp becomes Pr + ak — ^Pj^. Set P = sd{Pjs) = Pr — Pjs ^ "^^ and 

substract Pj^ to each part of the previous equality, to obtain P + ak — Pjs ■ Denote by P the plane spanned 
by Pr and Pj^ . 

Assume that $ is of type G2. Then one has Pr — P4, ak = Pi and Pj^ = Ps- By Definition 15. 2. H we have 
the implication Pr -^ Pjs ■ 



31 



Assume that $ is not of type G2. The equahty /3r + afe ~ 2/3j^ impHes that $p is of type B2, so that 
$+ = {ak,ak +13 = Pj^ ,ak+2p = /3^, (3} with h{l3)=h{l3r) - ft(/3j J = 2Z + 1 - (Z + 1) = Z. So P is an 
admissible plane of type 4 in the sense of Definition 15.2.11 So we have again the implication Pr -^ Pj, ■ 
Thus, in all cases, one has Pj^ G A. So we have, as in the first case, X e p(J=+i) and X^^ e P^^'. The 

considered monomial is again in P^'^\ as desired. 

D 

6 Cauchon diagrams for a particular decomposition of wq. 

In this section, we give an explicit description of Cauchon diagrams for a chosen decomposition of wq in each type of 
simple Lie algebra of finite dimension. 

6.1 Infinite series 

6.1.1 Type An, n>l 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below : 



ai — a2 



Q^n— 1 ^71 



We know (see for example |Lit98| Section 5]) that Sai ° {sa2 ° Sqi) ' ' ' ° (*«„ ° Sq,!-! ° ■ ■ ■ ° Sai) is a reduced decomposition 
of Wo which induces the following order on positive roots. (We have arranged the roots in columns.) 



Ci 


C2 






Cn 




Pi = ai 


P2 = ai + a2 




Pn-u+I 


= ai-\ h a„- 


-1 +a„ 




P3 = "2 




















Pn = an 



This is a Lusztig order and none of the columns Ci, ..., Cn is exceptional. Note that \Ci\ 



Lemma 6.1.1. 

If ^ ^ I < n and if Pj, Pj+i are two consecutive roots of Ci, then Pj+i -^ Pj is an implication. 

Proof : If Pj and Pj+i are two consecutive roots of Ci, then there is a simple root ai {I < i < I < n) such that 
Pj = Pj+i + ai. From proposition 15. 1.6^ P ^ P + ai is an impHcation. 

D 
It implies : 

Corollary 6.1.2. 

If Ci = {Ps,Ps+i, ■■■,Pr = cti] is the column I with 1 <l < n, then the implications coming from admissible planes are : 



Pr — > Pr-1 



Ps+1 -^ Ps 



Convention. 

• If Ci = {Ps, Ps+i, ■■■,Pr = Oil} is the column I with 1 < / < n, the truncated columns contained in C/ are subset of 
the form {/3s,/3s+i, ■•■, ,9*}, with t e |s,r]. 

• Denote by V the set of Cauchon diagrams, they satisfy the implications of Corollarv l6.1.2l 

Theorem 6.1.3. 

V is the set of all diagrams A which are unions of truncated columns. 

From now on, in order to represent a diagram A, we fill the tabular used to describe the positive roots with black 
squares. The black squares represent the roots that belongs to the diagram. For example, the left-hand diagram below is 

A = {Pi, Pa, Pb, P&i Pt , P?,T Pii, P12, Pii, Pia] ■ 



32 



DH 


■■ 




■ 






■ 
■ 


■ 



DHnDE 



DD 



AeX> 



A^P 



Remark 6.1.4- The set of Cauchon diagrams V has the same cardinality as the Weyl group W. 

Proof : As I? is the set of all diagrams A which are unions of truncated columns, one has \T>\ = {n + 1)! = \W\ 

6.1.2 TypeB„,n>2 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below : 

ai ^ a2 - ■ ■ ■ ~ Ctn-l - Oin 

We know (see for example |Lit981 Section 6]) that 

Sat ° (■Sa2 ° Sai ° SqJ • • • O (s^^ O Sa„_-^ O • • • O S^^ O Sq^ O S^^ O • • • O Sa„) 

is a reduced decomposition of wq which induces the following order on positive roots. 









/3(n-i)2+i = 2ai + h 2a„_i + «„ 












P2 = 2ai + a2 




f^N-n = 2ai + a2 + h a„_i + «„ 


/3i=ai 


/33 = "1 + "2 




Pn-u+i = «! H + a„_i + a„ 




f3i = 0:2 




/3jV-n+2 — 0^2 + • • • + ttri-l + Ctn 
















Pn = an 



n 



This is a Lusztig order and none of the columns Ci, ..., C„ is exceptional. 



Lemma 6.1.5. 

If ^ ^ I ^ n and if Pj, Pj+i are two consecutive roots of Ci, then I3j+i -^ Pj is an implication. 

Proof : If l3j and l3j+i are two consecutive roots of Ci, then there is a simple root a^ (1 < z < ^ < n) such that 
Pj = Pj+i + at. From Proposition 15.1.6] /3 ^ /3 + a^ is an implication. 

n 

It implies : 

Corollary 6.1.6. 

If Ci = {Ps, Ps+i, •■■, Pr — cti} is the column I with 1 < I < n, then the implications coming from admissible planes are : 



Pr-^P 



V-1 



Ps+1 ^ Ps 



Convention. 

• If Ci = {Psj Ps+i, ■■■, Pr — C(i} is the column I with I < I < n, the truncated columns contained in C/ are subset of 
the form {Ps,Ps+i, ■■■,Pt}, with t € |s,r]. 

• Denote by V the set of Cauchon diagrams, they satisfy the implications of Corollarv l6.1.2l 

Theorem 6.1.7. 

V is the set of all diagrams A which are unions of truncated columns. 
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■ 


n 




■ 


1 




■ 




■ 


D 


■ 




■ 


■ 


■ 




■ 


1 


1 


■ 
■ 


■ 
■ 



1 


1 


■ 


■ 
■ 


I 


■ 




■ 


D 


■ 




■ 


■ 


■ 1 1 


1 


1 


■ 
■ 


■ 



Ae r» A ^p 

Remark 6.1.8. The set of Cauchon diagrams V has the same cardinality as the Weyl group W. 

Proof : As 2? is the set of all diagrams A which are unions of truncated columns, one has |I?| — 2"+^(n + 1)! = \W\ 
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6.1.3 Type C„,n> 3 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below : 

ai ^ a2 - ■ ■ ■ - Ctn-l - Oin 

We know (see for example [LitQS^ Section 6]) that 

Sat ° (■5q2 ° Sai ° 502) ■ ■ ■ ° (Sq,. ° Sq^_j O • • • O S^^ O Sqj O Sq^ O • • • O Sa^) 

is a reduced decomposition of wq which induces the following order on positive roots. 









/3(n-i)2+i = ai + 2a2 V 2a„_i + a„ 












1^2 = 0-1+ a2 




i^N-n = ai + a2 H + «„-! + a„ 


A-ai 


/33 = ai + 2a2 




/^TV-n+i = «! + 2a2 h 2a„_i + 2a„ 




(ii = 0.1 




/3Ar-n+2 = a2 + ' ' ' + Qfri-l + Q^n 
















/3jV = On 



This is a Lusztig order and all the columns C2, ..., C„ are exceptional, the first one C\ is ordinary. 



Lemma 6.1.9. 

If ^ ^ I < n and if jSj, Pj+i are two consecutive roots of Ci, then (3j+i -^ Pj is an implication. 

Proof : Each column contains an odd number of elements, denoted by C/ — {/3ui, ■■■, /3u2k+i}t Pu^+i is an exceptional 
root and all boxes contain a single root. 

• Let j e [[1, /c — Ij U |fc + 1, 2fc + 1], f3uj and /^u^^^i be two consecutive roots of C/. Then there is a simple root at- 
{I < ij < I < n) such that Puj = Puj+i + cti-. From Proposition 15.1.6] Puj^i -^ Puj is an implication. 

• /^"fc+2 is in the box following the exceptional root, from Proposition 15.1.71 Puk+2 ~^ Pu^+i is an implication. 

• As Puk+i + cti — 2/3„j._j so from Proposition 15.1.8] /?ufc+i -^ Puk is an implication. 

D 
It implies : 

Corollary 6.1.10. 

If Ci = {/3s,/3s+i, .-.jPr — cti} is in the column I with 1 <l <n, the implications coming from admissible planes are : 



Pr -^ Pr-1 



Ps+1 ^ Ps 
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Convention. 

• If C; = {f3s, Ps+i, ■■-, Pr = cxi} IS the column / with I < I < n, truncated columns contained in C'l are subset of the 
following shape {(3s,Ps+i, •■■, A}, with t G |s,r|. 

• Denote by V the set of Cauchon diagrams, they satisfy the implications of Corollary 16. 1.101 



Theorem 6.1.11. 

V is the set of all diagrams A which are unions of truncated columns. 



■■ 


I 


D 


I 




— 1 


1 








n 








■ 








1 




■ 
■ 





1 




1 


■ 
■ 


1 






■ 


D 






■ 


■ 


■ 1 1 


1 




■ 
■ 


■ 



Ae P A ^p 

Remark 6.1.12. The set of Cauchon diagrams V has the same cardinality as the Weyl group W . 

Proof : As I? is the set of all diagrams A which are unions of truncated columns, one has \'D\ ~ 2"+^(ri + 1)! = \W\ 
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6.1.4 Type D„, n > 4 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below 



Qfl 



\ 



as — a4 



Oin-l 



a„ 



0L2 



We know (see for example |Lit98l Section 6]) that : 

Sax ° ■Saa ° (^as ° Sqi ° ^aj ° Saa) ' ' ' ° (Sa„ O Sa„_-^ O ••• O 3^3 O 5^,1 O Sq2 ° ^Qg O ••• O Sa„) 

is a reduced decomposition of wq which induces the following order on positive roots. 











I3n-27i+i = ai + a2 + 2as h 2a„_i + a„ 












Ps = ai + a2 + as 




/?Af-n-i = ai + a2 + as h a„_i + a„ 


/3i = 


= "1 


/34 = a2 + as 




Pn-u = ai (or 02) + as h a„_i + a„ 


(32-- 


= ^2 


/Js = "1 + "3 




Pn-u+i = "2 (or ai) + as h a„_i + a„ 






Pe = "3 




PN-n+2 = as h a„_i + a„ 
















^Af = a„ 



The two first columns has been putted together to have a better view of roots. 
This is a Lusztig order and all the columns are ordinary. 

Lemma 6.1.13. 

Let Ci — {/3„i, ■■■, PusT Pus+n ■■■tPu2s} (with s = I — I, I >3), one has the implications 
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/3u. 



Pu23 *" P"23-l *" ••• *" /^"s + 2 PlJ-s-1 *" ••• *" P«2 *" PlJ-1 

Pus + 1 

Proof : Observe first that the box B — {Pu,, Pus+A is the only one which contains more than one element. 

• For j G |1, s — 2], one has Puj^^.! + «s-j = /3«j and l3u2s-j+i + «s-j+i = /3u2s-j- Thus by Proposition 15 . 1 .6] one has 
the implications (3uj+i -^ Pu, et /3„2,_j+i —* Pu^s-j 

• One has /3u,_,.2 + ai G B and /3„^^2 + a2 G -B that is why from Proposition 15.1. 6^ we obtain the implications 

• One has I3u,_i — ai G B and /3„^_i — a2 G B that is why from Proposition 15.1.6^ we obtain the impHcations 

Pus-i-i * Pus~i and Pus * PUs-l- 

n 

Convention. 

• \{ Ci — {/3s,/3s+i, ...,/9r = a/} is the column I with 1 < I < n^ the truncated columns with a hole in position j3m 
{s < m < r) contained Ci are subset of the shape {/3s,/3s+i, ...,/3m-i,/3m+i, /3t}, i & ls,r}. 

• I? is the set of Cauchon diagrams, they satisfy impHcations from Lemma [6. 1 .131 pour 1 < I < n. 

Theorem 6.1.14- 

V is the set of truncated columns and truncated columns with a hole in the line of a\ when this truncated column doesn't 
contains roots above the line of a2 . 

Thus : 



I 


■ 


D 


■ 


1 1 


■ 




■ 


1 1 II 1 


1 


■ 


■ 
■ 



I 


■ 


n 


I 


1 


■ 




■ 


U 


■ 


n 


■ 


1 1 1 


1 


■ 


□ 



AeV A^V 

Remark 6.1.15. The set of Cauchon diagrams V has the same cardinality as the Weyl group W. 

Proof : As P is the set of truncated columns with or without a hole in a fixed position, we can compute its cardinality 

|I?| = 4 X 6 X 8 X ... X 2n = T-'^n\ = \W\. 
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6.2 Exceptional cases 

6.2.1 Type G2 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below : 

ai ^ a2 

We know that Sai ° Sq^ o Sai o Sq2 ° ■^qi ° Sa2 is a reduced decomposition of wq which induces the following order on positive 
roots. 



36 







(32 = 3ai + a2 




/33 = 2ai + a2 


Pl-- 


= ai 


/34 = 3ai + 2a2 






/35 = ai + 0:2 




/36 = "2 



Lemma 6.2.1. 

One has the following implications : ^^ 



Proof : To prove this implications, we apply Propositions 15. 1.6] 15. 1.71 and 15. 1.81 with the following equalities {I3i is an 
exceptional root): 

/36 + ai = ^5, h'iPz) + 1 = ^4, /34 + ai = 2/33, /33 + "i = ^2- 



n 



V is the set of Cauchon diagrams, they satisfy implications from lemma [6.2. II . 

Rem,ark 6.2.2. The set of Cauchon diagrams V has the same cardinality as the Weyl group W. 

Proof : 

|2?| =2x6 = 12= \W\. 



n 



6.2.2 Type F4 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below : 

ai — q;2 =4» as — 014 
We choose the following reduced decomposition of wq : 

Wo = S4S3S4S2S3S4S2S3S2S1S2S3S4S2S3S1S2S1S3S4S2S3S2S1 

This decomposition induces the following order on positive roots 





/3io(l,3,4,2) 




/?ii(l,2,4,2) 




/?i2(l,2,3,2) 






/3i3(l,2,3,l) 




/?4(0,1,2,2) 


/3i4(l,2,2,2) 






/35(0, 1,2,1) 


/3i5(l,2,2,l) 




/32(0, 0,1,1) 


/36(0, 1,1,1) 


/3i6(l,l,2,2) 


/?i (0,0, 0,1) 


/33(0, 0,1,0) 


/37(0, 1,2,0) 


/3i7(2,3,4,2) 




/38(0, 1,1,0) 


/3i8(l,2,2,0) 




/39(0, 1,0,0) 


/9i9(l, 1,2,1) 






/32o(l, 1,1,1) 




/32i(l, 1,2,0) 




/322(1, 1,1,0) 




/323(1, 1,0,0) 




/324(1, 0,0,0) 





10 




9 




8 






7 




5 


7 






4 


6 




2 


3 


6 


1 


1 


3 


11/2 




2 


5 




1 


5 






4 




4 




3 




2 




1 



One checks that each column is ordinary or exceptional and then computes ft-' (ft) for all roots to verify that the order is 
a Lusztig one. We already know the form of diagrams for the two first columns. Thanks to commutation relations and 
Proposition [5X61 we obtain the following implications for penultimate column : 

6 

/ \ 

9^8 5^4 

\ / 

7 
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So there are 8 possibilities to construct a diagrams satisfying the imphcations. 

From Propositions 15.1.61 15.1.71 and 15. 1.8"t one obtains the following implications for the last column: 

24 

I 
23 

22 

/ \ 

20 21 

19 18 

\ / 

17 

\ 

16 15 

14 13 

\ / 

12 

I 
11 

I 
10 

So we count : 2 x 3 x 8 x 24 = 2^ x S'^ diagrams which is the cardinality of Weyl group. 

6.2.3 Type Eq 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below : 

a2 



Diagrams beginning with case : 


Counting diagrams : 


none 




10 




11 




12 




13 




14 


2 


15 


1 


16 


3 


17 


2 


18 


2 


19 


2 


20 


2 


21 


2 


22 


1 


23 


1 


24 


1 


TOTAL 


24 



ai 



as 



a4 



"5 



Q-Q 



To describe the chosen reduced decomposition of wq, we remark that the roots ai to as span a roots system of D^. Denote 
by T, the longest Weyl word used for D^ then the decomposition 

TS6S5S4S2S3S1S4S3S5S4S6S2S5S4S3S1 



is a reduced decomposition of wo which induces the following order on positive roots : 





/92i = (1,2,2 


3,2,1) 




/322 = (1,1,2 


3,2,1) 




/923 = (1,1,2 


2,2,1) 






/324 = (1,1,2 


2,1,1) 






3l3 = Qi + Q2 + 203 + 204 + 05 


/925 = (1,1,1 


2,2,1) 






fJ7 = 02+03 +2Q4 + Q5 


fHi =Q1 +02 +03 +2 = 4 +=5 


/326 = (0, 1, 1 


2,2,1) 




/33 = Q2 + =4 + °5 


^8 = =2 +°3 +°4 + °5 


;3l5 = Qi + Q2 +°3 +04 +°5 


/927 = (1,1,1 


2,1,1) 


/3l = "2 


/34 = "4 + "5 


,39 = C.2 + 03 + Q4 


/^16 = 01+03 + 04 + ^5 


/328 = (0, 1, 1 


2,1,1) 


/32 = °5 


35 = <i2 + "4 


/3lO = <»3 + =4 + as 


/3l7 = 01+02 + 03 + 04 


/929 = (1,1,1 


1,1,1) 




36=°4 


3ll = Q3 +Q4 


/3l8 =01+03+04 


/330 = (0, 1, 1 


1,1,1) 






^12 = °3 


/3l9 = 01+03 


/931 = (1,0,1 


1,1,1) 






/320 = 01 


/332 = (0,1,0 


1,1,1) 






/333 = (0, 0, 1 


1,1,1) 




/334 = (0,0,0 


1,1,1) 




/335 = (0,0,0 


0,1,1) 




/336 = (0,0,0 


0,0,1) 
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One obtains the following implications thanks to Proposition 15.1.6] one counts the diagrams satisfying the implications : 
36 



35 



Diagrams beginning by : 


Counting the diagrams : 


none 


1 


21 


1 


22 


1 


23 


1 


24 


1 


25 


2 


26 


2 


27 


2 


28 


1 


29 


3 


30 


1 


31 


4 


32 


2 


33 


2 


34 


1 


35 


1 


36 


1 


TOTAL 


27 = 33 



1 

34 

/\ 

33 32 

1\1 

31 30 

1/1 

29 28 

1/1 

27 26 

1\1 

24 25 

\/ 

23 

1 

22 



21 

For the first five columns, we have a system of type D5,so4x6x8xl0 = 2''x3x5 diagrams. 
By adding the last one, one obtains 2'' x 3^^ x 5 diagrams which equal the cardinality of the Weyl group. So the set of 
Cauchon diagrams V has the same cardinality as the Weyl group W . 

6.2.4 Type £7 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below : 

a2 



cti 



as 



ai 



"5 



O.Q 



a^ 



As the roots ai to ag span a roots system of type Eg, denote by a the longest Weyl word used for the type Eq. The 
decomposition 

(TS7S6S5S4S2S3S1S4S3S5S4S6S2S5S7S4S6S3S5S1S4S2S3S4S5S6S7 

is a reduced decomposition of wq which induces the following order on positive roots. To stock all the informations in a 
tabular, we replace vectors by their coordinates on the basis ai, • • • ,017 omitting useless coordinates. 
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= 1, 02. 0=3. 04, 


as. ag, a7 




/337(2,2,3,4 


3, 2, 1) 




/338(1,2,3,4 


3, 2, 1) 




/339(1, 2,2,4 


3, 2, 1) 




/340(1.2,2,3 


3, 2, 1) 




/34l(l, 1,2,3 


3, 2, 1) 




"1, =2, a3, »4, 05, =6 


/342(1, 2, 2, 3 


2, 2, 1) 




;32l(l, 2, 2,3, 2, 1) 


/343(1.2,2,3 


2, 1, 1) 




/322(1, 1, 2, 3, 2, 1) 


/344(1, 1,2, 3 


2, 2, 1) 




/323(1, 1, 2, 2, 2, 1) 


/345(1.1.2,3 


2, 1, 1) 




Ql, a2, 03, Q4, as, ae 


/324(1, 1,2,2, 1, 1) 


/346(1, 1,2,2 


2, 2, 1) 




a2, ci3, 0:4, as 


/3l3(l, 1, 2,2, 1) 


/325(1, 1, 1,2,2, 1) 


/347(1,1,2,2 


2, 1, 1) 




a-2. a4, 05 


/37(1, 1,2, 1) 


/3l4(l, 1, 1,2, 1) 


/32I3(0, 1, 1, 2, 2, 1) 


/348(1, 1,1,2 


2, 2, 1) 


«2' "5 


/33(1. 1. 1) 


/3s(l, 1, 1, 1) 


/3l5(l, 1, 1, 1, 1) 


;327(1, 1, 1,2, 1, 1) 


/349(1, 1,2,2 


1, 1, 1) 


/3l{1.0) 


/34(0. 1. 1) 


;3g(l, 1, 1, 0) 


/3l6(l,0, 1, 1, 1) 


;32S(0, 1. 1,2, 1, 1) 


/35o(l, 1,1,2 


2, 1, 1) 


fc(0. 1) 


(95(1. 1,0) 


/3l0(0, 1, 1, 1) 


/3l7(l, 1, 1, 1,0) 


^29(1, 1, 1,1, 1, 1) 


/35i(0, 1,1,2 


2, 2, 1) 




/36(0.1.0) 


/3ll(0, 1, 1,0) 


/3l8(l,0, 1, 1,0) 


/330(0, 1, 1, 1, 1, 1) 


/352(1.1.1.2 


1, 1, 1) 






/3j^2(0, 1, 0, 0) 


/3l9(l,0, 1,0,0) 


/53l(l, 0, 1, 1, 1, 1) 


/353(0. 1.1>2 


2, 1, 1) 






^20(1, 0, 0, 0, 0) 


/332(0, 1, 0, 1, 1, 1) 


/354(1, 1,1,1 


1, 1, 1) 






^333(0, 0, 1, 1, 1, 1) 


/355(0, 1,1,2 


1, 1, 1) 




^334(0, 0, 0, 1, 1, 1) 


/356(1,0, 1, 1 


1, 1, 1) 




^35(0, 0, 0, 0, 1, 1) 


/357(0, 1,1, 1 


1, 1, 1) 




;336(0, 0, 0, 0, 0, 1) 


/358(0, 1,0, 1 


1, 1, 1) 






/36g(0, 0, 1, 1 


1, 1, 1) 




/360(0, 0,0, 1 


1, 1, 1) 




/36i(0, 0,0,0 


1, 1, 1) 




362(0,0,0,0 


0, 1, 1) 




/363(0. 0,0,0 


0, 0, 1) 



We already know the form of diagrams for the first six columns. We use the same methods as in type E^, (Proposition 
I5.1.6P to find the impHcations in the last columns of type E'j . One obtains : 
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Diagrams beginning : 


Counting the diagrams 


none 


1 


37 


1 


38 


1 


39 


1 


40 


1 


41 


1 


42 


2 


43 


2 


44 


2 


45 


1 


46 


3 


47 


1 


48 


4 


49 


2 


50 


2 


51 


6 


52 


2 


53 


4 


54 


3 


55 


2 


56 


4 


57 


2 


58 


2 


59 


2 


60 


1 


61 


1 


62 


1 


63 


1 


TOTAL 


56 = 23 X 7 



63 

I 
62 

i 
61 

\ 

60 
/ \ 

59 58 

56 57 

54 55 

1^1 

52 53 

/ \ / \ 

49 50 51 

\ / \ / 

47 48 
iXl 
45 46 

43 44 

\ y \ 
42 41 

\ / 

40 

\ 
39 

\ 
38 

\ 
37 



Cauchon diagrams for the first six columns come from the type Sg, that is to say 2^ x 3^ x 5 diagrams. With the last 
column, one has 2^*^ x 3"* x 5 x 7 diagrams which equals the cardinality of the Weyl group. We have again \D\ = \W\. 



6.2.5 Type £^8 

Convention. 

The numbering of simple roots in the Dynkin diagram is as below : 



ai 



a\ 



"3 



a4 



"5 



ae 



a'j 



As the roots a\ to a^ span a roots system of type £^7, denote by (T7, the longest Weyl word used for type £7. The 
decomposition 

(T7S8S7S6S5S4S2S3S1S4S3S5S4S6S2S5S7S4S6S8S3S5S7S1S4S6S3S2S5S4S5S2S3S6S1S4S7S3S5S8S4S6S2S5S7S4 

S6S3S5S1S4S2S3S4S5S6S7S8- 

is a reduced decomposition of wq which induces the following order on positive roots. (Only the last column is given). In 
the second column of this tabular, we compute h!{(ii) : 
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9, 










/^'(A) 


/364(2 


3 


4 


6 


5 


4 


3 




28 


/?65(2 


3 


4 


6 


5 


4 


2 




27 


M^ 


3 


4 


6 


5 


3 


2 




26 


/?67(2 


3 


4 


6 


4 


3 


2 




25 


/?68(2 


3 


4 


5 


4 


3 


2 




24 


/369(2 

/37o(2 


2 
3 


4 
3 


5 
5 


4 
4 


3 
3 


2 
2 




23 
23 


/37l(l 
/?72(2 


3 

2 


3 
3 


5 
5 


4 
4 


3 
3 


2 
2 




22 
22 


/373(1 
/374(2 


2 
2 


3 
3 


5 
4 


4 
4 


3 
3 


2 
2 




21 
21 


/375(1 
/376(2 


2 
2 


3 
3 


4 
4 


4 
3 


3 
3 


2 
2 




20 
20 


/377(1 

Ml 
M^ 


2 
2 
2 


2 
3 
3 


4 
4 
4 


4 
3 
3 


3 
3 

2 


2 
2 
2 




19 
19 
19 


/380(1 
/38l(l 
/?82(2 


2 
2 
2 


2 
3 
3 


4 
4 
4 


3 
3 
3 


3 
2 
2 


2 
2 

1 




18 
18 
18 


/383(1 
/384(1 
/385(1 


2 
2 
2 


2 

2 
3 


3 

4 
4 


3 
3 
3 


3 
2 
2 


2 
2 
1 




17 
17 
17 


/386(1 
/387(1 

Ml 


1 
2 
2 


2 
2 
2 


3 
3 

4 


3 
3 
3 


3 
2 
2 


2 
2 
1 




16 
16 
16 


/?89(1 
/?90(1 
/?9l(l 


1 
2 

2 


2 
2 
2 


3 
3 
3 


3 
2 
3 


2 
2 
2 


2 
2 
1 




15 
15 
15 


/392(2 


3 


4 


6 


5 


4 


3 


2) 


29/2 



ft 










h'{P^) 


/393(1,1,2,3,2,2,2,1) 
/594(1,1,2,3,3,2,1,1) 
/?95(1,2,2,3,2,2,1,1) 


14 
14 
14 


/?96(1,1,2,2,2,2,2,1) 
/397{1,2,2,3,2,1,1,1) 
/398{1,1,2,3,2,2,1,1) 


13 
13 
13 


/399(1,1,1, 

/?ioo(l,l,2 
/3ioi(l,l,2 


2, 

3 

2 


2, 
2 
2 


2, 

1 
2 


2, 




12 
12 
12 


/3io2(0,l,l 
/3io3(l,l,2 

/3l04(l,l,l 


2 
2 
2 


2 
2 
2 


2 
1 
2 






11 
11 
11 


/5i05(l,l,2 

/3l06(l,l,l 

/3io7(0,l,l 


2 
2 
2 


1 
2 
2 


1 
1 

2 






10 
10 
10 


/5l08(l,l,l 

/5io9(0,l,l 


2 
2 


1 
2 


1 

1 






9 
9 


/3iio(l,l,l 
/3iii(0,l,l 


1 
2 


1 
1 


1 
1 






8 
8 


/3ii2(l,0,l 
/3ii3(0,l,l 


-*- 


1 
1 


1 
1 






7 
7 


/3ii4(0,l,0 
/3ii5(0,0,l 




1 
1 


1 
1 






6 
6 


/3ii6(0,0,0 




1 


1 






5 


/3ii7(0,0,0 





1 


1 






4 


/3ii8(0,0,0 








1 






3 


/3ii9(0,0,0 















2 


/3i2o(0,0,0 
















1 



We already know the shape of diagrams from the first seven columns. 
Thanks to Propositions l5.1.6ll5.1.7l and l5.1.81 one obtains the implications 
for the last column. 
In particular, we obtain implications such as (i ^ j or k) : 

(92 =» 91 or 90) and (92 ^ 90 or 89) and (92 => 91 or 89). 

Those impHcations appear with dashed arrows in the diagram : 

With the previous implications, we can count the diagrams. 



120 

\ 

119 

i 
118 

i 
117 

\ 

116 

/ \ 

113 114 



i 
112 

i 
110 

i 
108 
/ \ / 
103 106 



113 

i 
111 

\ 
109 



1 
103 

\ " 
100 

1 ^ 

97 

K 
95^ 



91 
1 

88 

1 
85, 

\ 
82 

I. 
79 



1 

104 

. 1 ^ 

101 

.1 ^ 
98 

J 
94 

i 
9,2: 

♦ 
90 

J 
87 

84 

I 
81 

J 

■8 



107 
' i 

102 
^ I 

99 

96 
93 



\ / \ / 



83 

80 

i 
77 



76 

i> 

74 

72 
1 
69 



,75 
i 

73 
I 

71 



\ / 

68 
I 
67 

66 

65 

64 
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Diagrams beginning : 


Counting diagrams 


none 


1 


64 


1 


65 


1 


66 


1 


67 


1 


68 


1 


69 


1 


70 


2 


71 


2 


72 


2 


73 


1 


74 


3 


75 


1 


76 


4 


77 


2 


78 


2 


79 


7 


80 


2 


81 


3 


82 


11 


83 


5 


84 


4 


85 


6 


86 


9 


87 


6 


88 


5 


89 


4 


90 


12 


91 


6 


92 


8 



Diagrams beginning : 


Counting diagrams 


93 


5 


94 


3 


95 


6 


96 


8 


97 


8 


98 


4 


99 


12 


100 


3 


101 


6 


102 


16 


103 


3 


104 


8 


105 


5 


106 


4 


107 


7 


108 


3 


109 


3 


110 


4 


111 


2 


112 


5 


113 


2 


114 


2 


115 


2 


116 




117 




118 




119 




120 




TOTAL 


240 = 2'' X 3 X 5 



For the first seven columns, one have a system of type Et, so 2^" x 3'' x 5 diagrams. 

By adding the last column, we count 2^" x S** x 5 x 7 diagrams which equals the cardinality of the Weyl group. We have 

as in the other cases ID] = \W\. 
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Les diagrammes de Cauchon pour U^{q) 
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Abstract 



In this paper, we give an algorithmic description of Cauchon's diagrams in nilpotent quantum algebras U'^{q) when 

the choosen reduced decomposition of the longest element wq of the Weyl group W corresponds to a good ordering of the 

3 ' positive part <&+ in the sense of G. Lusztig ( [Lus90cj ). where $ denotes the root system. This algorithmic description is 

G ', based on conditions, each one being defined by each Lusztig's admissible plane ( |Lus90c) ). Moreover, we give examples 

• for explicit reduced decomposition of Wq in each possible type of the finite dimensional complex simple Lie algebra g. We 

pg \ check that the number of Cauchon diagrams is always equal to the cardinal of W . In a future paper, we will prove that 

J> ' the Cauchon diagrams correspond canonically to the positive subexpressions of wq. So the results of this paper also give 

CN , an algorithmic description of those positive subexpressions when the reduced decomposition of wq satisfies the previous 

^~* ' conditions. 
O ■ 

!>■ 

o: 

^ ■ 1 Introduction 

K>" ■ Soit g une algebre de Lie complexe simple de dimension finie, K un corps commutatif et q un element de K*, q non 
k>( \ racine de I'unite. 

Cd \ On utihse les conventions de .lantzen ([Jan96J) pour la definition du groupe quantique Uq{Q) et, moyennant le choix 
d'une decomposition reduite de I'element de plus grande longueur wq du groupe de Weyl W , pour la construction d'un 
systeme generateur (X/3,/3 € $^) de la partie positive 1^^{q) (cf paragraphe 3). L'action naturelle du tore sur U^is) 
induit une stratification de Spec{U^ (q)) qui pent 6tre decrite au moyen de I'algorithme d'effacement des derivations (cf 
paragraphe 4.2), les strates etant en bijection naturelle avec les diagrammes de Cauchon, la geometric d'une strate etant 
completement decrite par le diagramme qui lui est associe. II est done naturel de chercher a decrire ces diagrammes. 
Cette description est etroitement liee aux formules de redressement de Levendorskii et Soibelmann |LS91j entre les X/j 
sur lesquelles nous revenons en detail dans le paragraphe 3. 

Ces formules ne sont pas connues de maniere explicite, de sorte que la description de ces diagrammes semble inacces- 
sible dans le cas general. Nous nous hmitons done dans ce papier au cas d'une decomposition reduite de wq associee a un 
bon ordre sur I'ensemble ^^ des racines positives, au sens de G. Lusztig |Lus90cj (cf paragraphe 2). Dans cette situation, 
nous disposons des formules de redressement entre deux variables Xf3, X^i lorsque /3 et /3' engendrent un plan admissible 
au sens de G. Lusztig (cf paragraphe 3.4). Cela nous permet de construire une famille de conditions necessaires appelees 
contraintes pour qu'un diagramme A soit un diagramme de Cauchon (cf paragraphe 5.1). Dans le paragraphe 5.2, nous 
demontrons que ces conditions sont en fait necessaires et suffisantes (cf theoreme 15.3. ip . 



Dans le paragraphe 6, nous utilisons ce theoreme pour donner une description explicite de ces contraintes et de ces 
diagrammes pour un choix particulier de la decomposition reduite de wq, pour tous les types possibles du systeme de 
racines associe a g. On constate que dans tous les cas, le nombre de diagrammes est egal au cardinal \W\ du groupe de 
Weyl. Comme les strates ne dependent pas du choix de la decomposition reduite de wq, cela entrame que le nombre de 
strates est toujours egal a \W\. Si on fait I'hypothese supplementaire que q transcendant, ce resultat a aussi ete demontre 
en utilisant d'autres metliodes par M. Gorelik (cf ITjorOOj et |AD08j 1. 

Par ailleurs, dans un prochain article, nous demontrerons que les diagrammes de Cauclion A fournissent les sous-expressions 
positives w^ de Wq au sens de R. Marsh et K. Rietsch ( |MR04) ). En particulier, si Wq a une ecriture reduite Wq = Sai0...oSaj^ 
et si, pour chaque diagramme A = {Pi^ < ... < Pi^} on note w'^ — Sa^ o ... o s„.^ , on a : 

• Si A est un diagramme de Cauchon, I'ecriture de w^ ci-dessus est reduite. 

• L'application A -^ w'^ est une bijection de I'ensemble V des diagrammes de Cauchon sur W. 

2 Systemes de racines : rappels et complements 

2.1 Resultats classiques sur les systemes de racines 

Soit g une algebre de Lie simple complexe. Nous commenQons par introduire les notations utilisees pour les systemes 
de racines ; nous suivrons celles de |Jan96t chap4]. 

Notations. 

• On note $ un systeme de racines et E = Vect(^) (dim E = n). Quand on fixe une base 11 := {ai, ...,a„} de <i>, 
il existe une decomposition $ = $+ U '^^ , oil $+ (resp. '^^ ) designe, comme d'habitude, I'ensemble des racines 
positives (resp. negatives). 

• On note W le groupe de Weyl associe au systeme de racines $, il est engendre par les reflexions Saii'.— Si), 1 < i <n. 
L 'element de plus grande longueur de W est note wo • 

Definition 2.1.1. 

Un systeme de racines $ est reductible si $ = $i U $2 oil <I>i et $2 sont deux systemes de racines orthogonaux. Sinon <I> 
est dit irreductible. 

Rappelons qu'il y a une correspondance bijective entre les systemes de racines irreductibles et les algebres de Lie simples 
complexes de dimension finie. On dira que g est d'un type donne si le systeme de racines associe g est de ce type. Les 
definitions et resultats qui suivent proviennent de |Lus90cj . 

Definition 2.1.2. 

Soient H = {ai, a2, ..., «„} une base de $ et j un entier de |1, nj. 

1. La colonne j est I'ensemble Cj := {(3 £ <i>+|/3 — kiai + . . . + kjaj, ki G N, kj ^ 0} ; 

2. On dit qu'une racine P ^ kiai + . . . + kjaj G Cj est ordinaire si kj = 1 ; elle est dite exceptionnelle si kj — 2 ; 

3. Une colonne Cj est appelee ordinaire si toute racine j3 de Cj est ordinaire; cette colonne est dite exceptionnelle si 
toute racine (3 de Cj est ordinaire sauf une seule racine note (3ex qui est exceptionnelle. 

Definition 2.1.3. 

Le numerotation H = {011,02, ...,an} est bonne si toute colonne Cj est ordinaire ou exceptionnelle. 

Exemple 2.1.4 (Le cas G2). Le systeme de racines de type G2 est de rang 2, il a 2 racines simples oi et 02 avec 
\\oi2\\ = V5\\cti\\- n = {01,02} est une base de ce systeme de racine. La numerotation H = {01,02} est bonne car 
Ci = {oi} est ordinaire et C2 = {02, oi + 02, 2oi + 02, Soi + 02, 3oi + 202} est exceptionnelle. 

Par contre, la numerotation H = {02,01} n' est pas bonne. En effet, pour cette numerotation, Ci = {02} est ordinaire 
mais C2 ~ {oi, 02 + 01,02 + 2oi, 02 + Soi, 2o2 + 3oi} n'est ni ordinaire ni exceptionnelle. 

Proposition 2.1.5. 

Soit g une algebre de Lie simple de dimension finie. Les numerotations ci-dessous du systeme des racines simples H sont 
des exemples de bonnes numerotations. 



• Si g est de type An, de diagramme de Dynkin : ai — a2 — ■ ■ ■ — ctn-i — an, 

n = {ai,a2, ■ ■ ■ , a„_i, a„}. 

• Si s est de type Bn, de diagramme de Dynkin : a\^ ai~ ■ ■ ■ — otn-i — «n, 

n = {ai,a2, ■ ■ ■ , a„_i, a„}. 

• Si g est de type C„, de diagramme de Dynkin ; ai => 0:2 — • • • — ctn-i — cun, 

n = {ai,a2, • • • , a„_i, a„}. 

"1 
\ 

• Si 5 est de type Dn, de diagramme de Dynkin : 03 — 04 — ■■■ — q„_i — a„ , 

/ 

n = {«!, a2, • • • , a„_i, a„}. 

• Si s est de type G2, de diagramme de Dynkin : ai ^ a2, 

n = {ai,a2}- 

• Si Q est de type F4, de diagramme de Dynkin : a\ — 0:2 ^ as — a^, 

n = {a4,a3,a2,ai}- 

oil 

• Si ^ est de type Eq, de diagramme de Dynkin : \ , 

«i — 03 — "4 — "5 — ae 

n = {a2,a5,a4,a3,ai,a6}- 

02 

• Si Q est de type Ei, de diagramme de Dynkin : \ , 

ai — as — tt4 — Qf5 — CKg — a^ 

n = {a2, as, ^4, as, «!, ae, ar}. 

a!2 

• Si 2 est de type Es, de diagramme de Dynkin : \ , 

a\ — 0-3 — 0-4 — Of, — Ofi — a^ — og 

n = {a2, as, ai, as, ai, ag, ar, as}. 

Les colonnes correspondant a ces numerotations seront donnes explicitement dans la partie 3 et on constatera que chaque 
colonne est bien, soit ordinaire soit exceptionnelle. Dans tout ce qui suit, la numerotation choisie sur 11 sera 
toujours bonne et partir de la section 6, on prendra explicitement I'ordre decrit dans la proposition 
ci-dessus. 

2.2 Ordre de Lusztig 

Notations. 

• Pour (3 — kiai + . . . + kjaj G Cj , on appelle hauteur de {3 Ventier h{P) := ki + ■ ■ ■ + kj et on appellera hauteur de 
Lusztig de [3, le nomhre rationnel h'{(j) := ■^h{(3). \Lus90c\ section 4-3] 

• Si t £ h'{Cj), I'ensemhle S-''* := {(3 e Cj\h'{l3) = t} est appele la boite de hauteur t dans la colonne Cj. 



Remarque 2.2.1. 



t 

teN' 



Definition 2.2.2 (Ordre de Lusztig sur *+^. 
On definit un ordre partiel sur $+ comme suit : 
Soient /3i et (32 deux racines de $+, 

• Si f3i £ Cj^ et (32 G Cj2 '^'^^^ ji < J2 , alors (3i < ^2- 

• Si Pi et (32 sont dans la meme colonne Cj et si h'{(32) < h'{(3i), alors (3i < /?2- 

On peut rajjfiner I'ordre partiel precedent en un ordre total en choisissant un ordre arbitraire a I'interieur des hoites. Comme 
il y a plusieurs fagons d'ordonner chaque hoite on dira que I'ordre ohtenu est "un" ordre de Lusztig. 

Observation. • aj est la plus grande racine de Cj pour I'ordre ci-dessus. 

• Les racines positives d'une meme hoite sont consecutives pour un tel ordre : i?^'* = {/3p,/3p+i, ...,/3p+;}. 

Proposition 2.2.3. 

Soient Cj une colonne exceptionnelle et (3ex sa racine exceptionnelle. 

1. /3ex±(CiU...UQ_i) 

2. Si D =< (3ex > et si sd est la symetrie orthogonale par rapport D, on a : 

• soiCj) = Cj et \fl3G Cj \ {Pex} on a (3 + sd{(3) = Pex- 

• Pour toute hoite i?^'* differente de la hoite contenant (3ex, sd transforme B^* en B^-'^^^"'*. 

Demonstration : 

1. Soit /3 € Ci U ... U Cj-i. Si /3 n'est pas orthogonale Pex, alors S0{(3ex) — Pex + k(3 {k £ 'L\ {0}) est une racine de Cj 
dont le coefficient en aj est egal a 2. Ceci contredit I'unicite de la racine exceptionnelle. 

2. Observons que sd — —sp^^, de sorte que sd($) = <&. 

• Soit /3 une racine non exceptionnelle de Cj. On peut ecrire 

(3 = oiai + ... + aj^iUj^i + -(3ex (oj e Q). 

II resulte de 1. que sd{(3) ~ —aiai... — Uj-iaj-i + \(3ex ~ Pex — (3- Ceci est une racine d'apres I'observation 
ci-dessus. Elle est dans Cj puisque (3 est dans Cj \ {/3ea;}- 

• Par le point precedent, sd transforme deux elements de S^'* en deux racines de meme hauteur. On en deduit (au 
moyen de I'involutivite de sd) que sd{B^'*) est une boite i?^'*. La formule t + s ~ h{(3ex) resulte immediatement 
du premier point. 

n 

Definition 2.2.4. 

Le support d'une racine /3 = aiai + ... + ajOij e Cj est I'ensemhle Supp (/3) :— {ai e Tl\ai ^ 0}. En particulier, pour 
(3 G Cj, on a Supp(/3) C {1, ..., j}. 

On va a present demontrer la 

Proposition 2.2.5. 

Supposons qu'il existe une colonne exceptionnelle Cj (I < j < n) et notons (3ex sa racine exceptionnelle. Alors h'{(3ex) 4- ^ 

de sorte que (3ex est seule dans sa hoite. 

Demonstration : On note lij = {ai, ..., a^} et $j — $ fl Vect(nj). On verifie facilement que $j est un systeme de 
racines de base Wj et que $^ = $+ n Vect(nj). 

Considerons d'abord le cas ou <I>j est irreductible. On a alors 

Observation 1. Si /3 est une racine de $^ de hauteur maximale alors /3 G Cj. 

On suppose (3 £ Ci avec i < j. Dans le diagramme de Dynkin de ^j qui est connexe ($j est irreductible), on peut 
construire un chemin de at a aj. On note ce chemin P — [ai-^ , ..., ctij), oiiii = i et it = j. On salt que ai e Supp{(3) et que 
aj ^ Supp((3). Ainsi il existe un plus petit indice I tel que a^, G Supp{(i) et ai,^^ ^ Supp{(i). Ainsi, pour tout a G Supp{(3) 
on a (a,ai,_|_^) < et, puisque ai, et aii^^ sont deux elements consecutifs de P, (a^, ,ai,^^) < 0. De 1, (/3, ai,^j) < done 
/3 + Q;i,^i G <&j^ ce qui contredit la maximalite de la hauteur (3. 



Observation 2. (3ex est la racine de hauteur maximale dans ^j. 

Soit (3 une racine de hauteur maximale dans ^j. Supposons (3 ^ Pex- Par I'observation precedente, /3 £ Cj et, par la 
proposition 12.2.31 Pex = P + so{P) est une somme de deux racines positives done de hauteur plus grande que (3. Done (3 
est neeessairement egale (3ex- 

L'existence d'une racine exceptionnelle entraine que <I>j n'est pas de type Aj . Par suite ^j est de type Bj , Cj , Dj ,Eq,Et, Eg,,F4 
ou G2 et, en se referant aux planches de |Bou68] . on voit que la hauteur de la racine de plus grande hauteur est toujours 
impair. Par I'observation 2. (3ex est de hauteur impair, et done h'{(3ex) 4- ■^■ 

Supposons a present <i>j reduetible. Notons Vj le diagramme dont les sommets sont ai, ..., a^, et dont les aretes sont eelles 
qui proviennent du diagramme de Dynkin de <& et notons 11' la composante connexe de aj dans V j ; 

n' := {ai G Iljl il existe un ehemin dans Vj reliant ai et aj}. 

Notons <!)' = $ n Vect(n'). C'est un systeme de racines de base 11' et $'+ = <f>+ n Vect(n'). 

Observation 3. Cj C $'+. 

Sinon, il existe des racines dans Cj \ $'+. Si (3 est une telle racine, son support contient des racines simples qui sont dans 
IIj \ n'. Comme le support de (3 contient aussi aj e H', on pent ecrire P = u + v avec u = a^j + ... + a^, support dans 
Hj \ n' et w = ctii+i + ■■■ + ctip support dans W . Choisissons (3 de maniere que I'entier I ainsi defini soit minimal. 

• Si Z = 1,(3 = ail + V. Comme a^^ ^ 11', il n'existe aueune liaison entre ai^ et les elements du support de v. Done 
Sii(/3) = —ail +v e ^, ce qui est impossible puisque les eoordonnees dans 11 de cette racine ne sont pas toutes de meme 
signe. 

• Done I > 2. Comme {u,u) > 0, il existe une racine simple du support de u, par exemple ai, , verifiant {u,a^) > 0. 
Comme ci dessus, on a : 

(i;,aj=0 =>(/?, a,,) > ^ /?' = /3 - a„ e Q \ $'+, 

ee qui eontredit la minimalite de I. 
On a done bien Cj C $'+. 

Ainsi Cj est une eolonne exceptionnelle de $' qui est irreduetible par construction. L'etude ei-dessus montre que sa racine 
exceptionnelle Pex verifie h'{(3ex) ^ N. 

D 
On pent maintenant montrer la 

Proposition 2.2.6. 

"<" est un ordre convexe sur <f>+ 

Demonstration : Soient /3i < /32 deux racines positives telles que /?i + /?2 G ^^ ■ 

• Si les deux racines /3i et /32 ne sont pas dans la meme eolonne, alors /3i + P2 est dans la meme eolonne que (32- Dans ee 
eas, ni (32, ni (Oi + (^2 ne sont exceptionnelle et on a : 

h'{(3i + (32) = h{(3i + (32) = /i(/3i) + h'{(32) > h'{(32). 

On en deduit que (3i < (3i + (32 < (32- 

• Si les deux racines sont dans la meme eolonne, alors /3i +P2 est une racine exceptionnelle. D'apres la proposition l2.2.3l on 
a h'{(Ji +P2) ~ — 2 — ^^^- La proposition l2.2.5l exclus le eas /i'(/3i + (^2) = h'{(3i) = h'{(32) car la racine exceptionnelle 
est seule dans sa boite. On a done h'{(3i) > h'{(3i + (32) > h'{(32) ee qui impHque (3i < (3i + (32 < (32- 

D 
Si on considere une decomposition reduite de wq — Si^ o Si^o ... o Si,^ (I'element de plus grande longueur du groupe de 
Weyl), on salt (cf, par exemple, |BG02^ 1.5.1]) que (Oj := Si-^ o Si^ o ... o Si^_-i{ai-) deerit $+ lorsque j decrit |1, A^J. Pour 
chaque entier j € |1,7V], on dit que aij est la racine simple associee a la racine positive (3j. 
On ordonne alors $"*" en posant (3i -< (3j lorsque i < j. On dit que "^" est I'ordre associe la decomposition reduite de 

Wq = Sii O Sj2 O ... OSi„. 



Dans |Pap94[ Theoreme et remarque page 662], il est demontre que cet ordre est convexe et que Ton definit, de cette 
maniere, une correspondance biunivoque entre les decompositions reduites de wq et les ordres convexes sur <&"'". 
Ainsi, I'ordre "<"de Lusztig tant convexe, il exists une unique decomposition reduite de 
^vo = S;/ o Sj' o ...osj' dont I'ordre associe est "<". Dans ce texte, on choisira systematiquement cette de- 
composition pour Wq. 

La prochaine proposition provient de |Lus90c[ section 4.3] et precise comment sont disposes les racines I'interieur des 
boites. 

Proposition 2.2.7. 

A I'interieur de chaque hoite ne contenant pas la racine exceptionnelle, les racines sont orthogonales 2 a 2. De plus, les 
racines simples associees aux racines d'une hoite donnee sont orthogonales 2 a 2. 

Demonstration : Le cas d'un systeme de type G2 se deduit simplement de I'etude de I'exemple 12.1.41 On suppose 
done que g est une algebre de Lie simple de dimension finie et de type different de G2. Soient /3i et P2 deux racines 
consecutives d'une boite B de la colonne Cj. On note a^j et a^j les racines simples respectivement associes /3i et ^2- 
Supposons que a^j n'est pas orthogonale a^^, de sorte que A = — < aY^,ai^ >— 1 ou 2. 

On pent done ecrire (32 = w o Si-^{ai^) = w{\ai^ + ai^) = X(3i + ^(aij)- Comme ^(aij) G $, on a necessairement A = 2, 
sinon h{w{ai2)) = /i(/?2) — h{l3i) = 0, ce qui est absurde. 

Mais alors 7 — — ^(aij) = 2/3i — /32 € Cj et h^j) = 2h{(3i) — h{P2) = h{Pi). Pi et /32 sont deux racines positives distinctes 
done non colineaires. La trace $' de $ sur le plan Vect (/3i , /32 ) est done un systeme de racines de rang 2 contenant /?i, 
/32, 7 et leurs opposees. L'egalite 2/3i = 7 + /32 permet d'affirmer que $' est de type B2 et qu'on est dans la situation 
ci-dessous : 

P2 Pi 7 




II en resulte que 7 — /3i € $, avec /i(7 — /3i) = /i(7) — h{(5i) = 0. Ce qui est impossible. On a done ai J- a2- 
On en deduit que < /3i,/32 > = < w{ai^),w{si^{ai^)) >=< ai^, Si^{ai2) > — < ai^jUi^ > — 0. 

D 

Convention. 

Pour j e [li'T-l, on note Sj la premiere racine de Cj. On rappelle que Uj est la derniere racine de Cj. 

Proposition 2.2.8. 

Sj et aj sont seules dans leur boites. 

Demonstration : La racine aj est seule dans sa boite car c'est la seule racine de Cj de hauteur egale a 1. 
Pour demontrer que Sj est seule dans sa boite, on va se servir du 

Lemme 2.2.9. 

Soit l<l<Netl<m<n. On pose Ilm ■— {cei, •■-,0;™}- Si (3i = Si^...Si^_^{ai^) est dans la colonne Cm, alors cui- S !!„ 
pour j G l^.Ji- 

Demonstration : On raisonne par recurrence sur I. 

Sil = l: (3i=aieni. 

Si I > 2, /3;_i est dans la colonne Cm ou Cm-i- Par I'hypothese de recurrence, on en deduit que a^^ G !!„ (ou ai^ G 

n„j_i C Hm) pour t £ Jl, / — 1]. On observe que Pi = Si-^....3^_^{ai^) = a^j + ni_ia.^_^ + ... + niOi-^ oil chaque rit est dans 

Z. Comme Pi G Cm, necessairement a^, G Tim- 

n 

Retour a la demonstration de la proposition : 

II existe un entier 1 < Z < iV tel que Sj — Pi = Si^osi^o...osi^_^{a^). comme ci-dessus. Pi = a^, +ni_iai,_j+...+niaii (n^ G 

Z) avec, puisque Pi-i G Cj-i, a^j, ...,a^_-^ dans Tlj^i. Comme Pi G Cj, on en deduit que cti, = aj. 

Si Sj{= Pi) n'est pas seule dans sa boite, alors Pi+i est aussi dans cette boite et on a (proposition 12.2.7] ) ai^J-ai,^-^. 



Par le lemme precedent, on en deduit que ai,^j G Hj \ {aj} = Tlj-i et /3;+i = s^^ o s^^ o ■■• o Si,_j o 5^,(0;^,^^) = 
Sjj o Sj2 o ••■ ° *ii-i(Q^ii+i) = cfii+i + "-/-iQ^ii-i + ••■ + 'T-'i^n ("-t G '^), ce qui contredit I'hypothese /3/+i G Cj. 

D 
Rappelons le resultat classique suivant (cf par example, |Hum78[ lemme 9.4]). 

Lemme 2.2.10. 

Soient P et S deux racines distinctes de $^ telles que (/3, (5) 7^ 

• Si {(3,6) >0, alors P-Se^. 

• Si {(3,6) <0, alors P + 6e $. 

Proposition 2.2.11. 

Soit j3 une racine ordinaire de la colonne Cj . Notons (comme dans la demonstration de la proposition \2.2.5\) Tj le 
diagramme dont les sommets sont ai, ...,aj, et dont les aretes sont celles qui proviennent du diagramme de Dynkin de <&. 
On note Qj la composante connexe de aj dans Tj . 

1. Si (3 y^ aj, alors il existe e G {ai, ..., aj-i} telle que /3 — e G Cj. 

2. Supp P <Z flj. 

3. Si (3 ^ 6j, alors il existe e G {ai, ..., Ofj-i} telle que /3 + e G Cj. 

Demonstration : On verifie que cette proposition est vraie dans le cas G2 a I'aide de la description des colonnes 
donnee dans rexemple l2.1.4l On suppose maintenant que le systeme de racines considere n'est pas de type G2. 
Dans cette demonstration, on note 11^ = {ai, ...,aj}. 

1. S'il existe e G IIj \ {aj} tel que (/3, e) > 0, on conclut avec le lemme [2". 2 .101 On suppose done que Ve G Uj \ {aj}, 
{f3,e)<0. 

Comme (/3,/3) > alors, {f3,aj) > et /3 — a^ = 71 G $+ avec aj ^ Supp(7i). On pent done ecrire (3 — Pi + ji 
avec Pi = aj G Cj et, puisque P est ordinaire, aj ^ Supp{'yi). Puisque P ^ aj, on a ft.(/3) > 2 et on se propose 
de montrer par recurrence que, pour chaque entier i G |1, h{P) — \\, on a /3 = Pi+-fi avec Pi G Cj, ji G $^ et h{Pi) = i. 

• Comme h{Pi) = h{aj) = 1, on a le resultat au rang i = \. 

• Supposons le resultat demontre au rang i avec 1 < z < h{P) — 1 et observons que, puisque P est ordinaire, 7i ^ Cj 
de sorte que Supp(7i) C Hj-i. Comme {'~ii,^i) > 0, il existe e G Hj-i telle que (7i,e) > 0. Comme i < h{P) — 1, 
on a /i(7i) > 1 => 7i 7^ e ^ 7i+i := 7^ - e G $+ flemme imUl) . 

Alors (/3, e) — {Pi,e) + (7i,e) et, puisque (/3, e) < 0, on a {Pi,e) < 0. Ceci entraine que (lemme [2.2.10p Pi+i := 
Pi + e G Cj. Ainsi, /3 = Pi+i + 7^+1 avec Pt+i G Cj et /i(/3i+i) == h{Pi) + 1. 

On a done bien le resultat annonce et, pour i = h{P) — 1, on a /i(7i) = 1. Done, puisque P est ordinaire, 
e := 7» G H^-i et /? - e = A G Cj. 

2. On raisonne par recurrence sur h{P). 
Si h{P) = 1, on a /3 = Q!j G VLj. 

Si h{P) > 1, il resulte de 1. qu'il existe e G Hj-i telle que P' :— P — e G Cj. P' est alors ordinaire et de hauteur 
h{P') = h{P) — 1 de sorte que, par I'hypothese de recurrence, Supp /3' C ^j. II reste done a montrer que e G Vtj. 
Si e ^ 0.J, alors e _L a pour tout a G Supp /?'. II en resulte que e _L /3'. Considerons le plan P =< P,e > et observons 
que <&p = $ n P est un systeme de racines de rang 2. Comme $ ^ G2, on a $p ^ G2 et, necessairement, <i>p est de 
type B2. On a done la configuration suivante : 




II en resulte que P' — e. est une racine. Comme Supp /3' C f2j, on a e ^ Supp /3' ce qui est contradictoire avec le fait 
que P' — e soit une racine. On a done bien e G flj et par suite, Supp /3 C flj. 



3. Soit f3 une racine de Cj differente de Sj. S'il existe e G Tlj^i telle que (/3, e) < alors on conclut par le lemme [2.2.10l 
Supposons que (/?, e) > pour tout e S ^j-i- Si (/?, aj) < 0, alors Cj est exceptionnelle et /3 + a^ = Pex- H resulte 
de la proposition 12.2.31 que sd echange aj et Sj, de sorte que, I3ex = ctj + Sj. On en deduit que /3 — Sj ce qui est 
contraire a I'hypotliese. On a done (/3, a^) > et, par suite, (/3, e) > pour tout e G IIj. 



Observation 1. Supp((5j) = fi 



preuve : 

Par 2. on a Supp (^j) C VLj. Supposons cette inclusion stricte et considerons a £ Vlj\ Supp(5j). Comme Vij est 
connexe, il existe a'l, a'2, ..., a'^ dans Q.j, avec s > 2, a'^ = a, a'^ G Supp(5j) et, pour 1 < * < s, (o^i, Q^i+i) < 0- 
Soit fc le plus grand entier tel que a'j. ^ Supp {Sj). On a fc < s et a'j._(_i G Supp (^j). Comme Sj est alors une 
combinaison lineaire a coefficients entiers positifs de racines simples differentes de aJ, et, comme le produit scalaire 
de deux racines simples distinctes est negatif ou nul, on a : 

K,(5j) < K,a'fc+i) <0. 

On en deduit par le lemme [2".2.10l que Sj + aJ, G Cj \ {/3ea;}, ce qui contredit le fait que Sj est la premiere racine de 

Observation 2. {l3,Sj) > 

preuve : 

Comme (/3,/3) > 0, il existe a G Supp(/3) telle que (/3, a) > 0. Par le point 2. et I'observation 1, on a a G Supp Sj. 
Comme (voir ci-dessus) (/3, e) > pour tout e G 11^, on a (/3, e) > pour tout e G Supp Sj — flj C n_,- ^ {P,Sj) > 
{P,a)>0. 

Par I'observation 2 et le lemme [2.2.101 ^1 :— Sj — (5 ^ <f>+ et, puisque /3 et Sj sont des racines ordinaires de Cj, 
Supp(7i) C IIj-i. 

On se propose de demontrer, par recurrence descendante, que, pour chaque entier i G |1, h{Sj — 13)\, il existe pi G $^ 
avec Supp [pi) c Hj-i, h{pi) = i et f3 + pt & Cj . 

• Pour i — h{Sj — /3), on a le resultat avec Pi = 71 . 

• Supposons demontree I'existence de pi avec 2 < i < h{Sj—l3), de sorte m — (3+pi G Cj. Comme {pi,pi) > 0, il existe 
e G Supp (pi) C IIj-i telle que {pi,e) > 0. Comme on a (voir ci-dessus), (/?, e) > 0, on en deduit que (?7i,e) > 0. 
Done (lemme [2.2. lOp rji^i :— rji ~ e <E Cj et pi-i :^ pi — e E $^. On a alors clairement Supp (pi_i) C ^j-i, 
/i(pi_i) = i - 1 et /? + pi-i = rii-i G Cj. 

On a done bien le resultat annonce et, pour i — 1, e := pi G Hj-i et /? + e G Cj. 

U 

Proposition 2.2.12. 

Soit un entier i G |l,n-]l- 

1. Si Cj est ordinaire, alors h'(Cj) est un intervalle de W de la forme |l,t]l ; 

2. Si Cj est exceptionnelle, alors h'iCj \ {(3ex}) est un intervalle de la forme |l,2i] (i G N). 
On ah'iPex) = t+^. 

Demonstration : Le fait que h'(Cj) dans le cas ordinaire (resp. h'{Cj \ {Pex}) dans le cas exceptionnel) soit un 
intervalle de N resulte de la proposition 12. 2. ill II contient 1 = h{aj), ce qui demontre le premier point. 
Supposons Cj exceptionnelle. On note Bi, ...,Bt les boites contenants les racines inferieurs a Pex dans I'ordre de Lusztig. 
Pour toutes ces boites, on a h'{Bi) > h'{Pex)- Mais la relation h{Bi) + h{B[) — h{(3ex), pour I'image B'^ de Bi par sd, 
implique h'{Bi) > h'{(3ex) > h'{B[). On a done exaetement t boites apparaissant apres Pex et I'intervalle h'(Cj \ {Pex}) 
est bien de la forme |1, 2t\ (t G N). 
De plus h{j3ex) — h{an + S£)(q:„)) = 1 + 2i et finalement h'{(3ex) = i + ^. 

D 
On definit ci-dessous les plans admissibles introduit par G. Lusztig dans [LusQOcl section 6.1]. 

Definition 2.2.13. 

On appelle plan admissible P :—< (3,(3' > tout plan engendre par deux racines positives (3 et (3' telles que : 



ou bien (3 appartient a une colonne exceptionnelle Cj et j3' — sd{13) est telle que \h'{(3') — h'{j3)\ = 1 (dans ce cas on a 

/3 + /3' = /9ex eth'{P,,) = t±^). 
ou bien /? est une racine non exceptionnelle qui appartient a une colonne quelconque Cj et (3' = q^ avec i < j . 
On note $p := $ n P et *J := $+ n P. 

Remarque 2.2.14- 

Si $p = G2 alors ^ — G2 (a cause de la longueur des racines). 

Si $ 7^ G2 alors la premiere condition donne lieu deux types de plans admissihles pour lesquels <i>p est donne par : 



Type (1.1) 


Type (1.2) 


p' P.. 


«> P' Pe. 


\/ > 






p 


p 


A2 


B2 


I3>l3e.> 13' 


I3> I3ex> 13' > at 



La seconde condition donne lieu quatre types de plans admissibles pour lesquels ^p est donne par : 



Type (2.1) 



Oli P2 




A2 



Pi > (32 > ai 



Type (2.2) 



ai 



P' 




B2 avec ai longue 



l3> Pex> P' > ai 



Type (2.3) 



P2 



A 




B2 avec ai courte 



I3i> (32> P3> ai 



Type (2.4) 



Ax X Ai 



P > ai 



On remarque que les types (1.2) et (2.2) sont les memes. 



3 L'algebre enveloppante quantique Uq{Q) 



Soit K un corps de caracteristique differente de 2 et 3, et q un element de K* qui n'est pas une racine de I'unite. Tout 
d'abord, on va rappeler les definitions de Uq{2) et Uq{Q) en utilisant les notations de |Jan96l chap4]. On rappellera ensuite 
la construction des bases de Poincare-BirkhofF-Witt de l^qis) au moyen des automorphismes de Lusztig. Cependant, il y 
a plusieurs fagons de definir ces automorphismes dits "de Lusztig", on va ici decrire trois methodes difFerentes. Celle de 
Lusztig provient de [LusQOcl section 3], celle de Jantzen, qui est la meme que De Concini, Kac et Procesi, est developpe dans 
|Jan96[ section 8.14] et |DCKP95| section 2.1] et enfin une troisieme qui permet de faire le lien entre les deux precedentes. 
Nous allons expliciter chaque methode puis voir quelles sont les liens entre les bases de Poincare-Birkhofi^-Witt construites 
dans chacun des cas. 

3.1 Rappels sur Uq{Q) 

Notations (q-entiers et q- coefficients binomiaux). 

on note pour a G 11, a et n entiers naturels avec a > n>0 : 



[n]; = [n],[n-l],...[2]Jl]„ 



-7-^ — TT, etqa = q ^ ■ 



Definition 3.1.1 (Ugig) etU+{Q)). 

• L'algebre enveloppante quantique Uq{Q) est la ^-algebre engendree par les generateurs Ea, Fa, K^ et K~^ pour tout 
a dans H, soumis aux relations suivantes : (Va, /3 € H^ 

KaK-^ = 1 = K-^Ka KaKp = KpK^ (1) 

KaEpK-^ = q^'^'P^Ep (2) 

KaFpK-^ - g-("-«i^/3 (3) 

Ka — K^^ 

EaFp — FpEa = Sap TT" (4) 

qa - qa 



et aussi pour a ^ /? ; 



s=0 


1 - ttap 

i 


> ; (-ir 


1 - aap 
i 



s=0 



Elr^-'-'EpEl^ = (5) 

^^l-a„,-s^^^, = (6) 



oil Qap = 2{a, P)/{a,a) pour toutes racines simples a,/3 G 11. 
• On note U^{q) la sous-algebre de Uq{Q) engendree par les seuls Ea avec a G H. 

Rappelons deux resultats important demontres par exemple dans [BG02t section 1.6]. 

Theoreme 3.1.2. 

1. Uq{Q) est noetherien. 

2. Uqis) est gradue par Z$. (wt(Ea) = a, wt{Fa) = -a et wt{K^^) = 0) 

3.2 La construction de Lusztig 

C'est a cette construction que les autres auteurs font reference malgre les modifications qu'ils effectuent dans leurs 
textes. 

Definition 3.2.1 ( Automorphismes de Lusztig). 

Pour tout i e |1,«]] il existe un unique automorphisme T^. de l'algebre Uq{g) tel que : 

Ta^Ea, = -Fa^Ka^, Ta^Fa, = ^Ka^'Ea, Ta^Ka^ - Ka^K'^^^ (j G Il,n]) 

Ta,Ea^^ Y, {-irq-^^^Ei[^Ea,Eif 

r-\-s— — aij 

Ta^Fa,^ J2 i-^Y<l'''F^^Fc.,Fi:'> 

r-\-s — —aij 



et pour j ^ i 



ouE^-y.^p^. 

Nrf. 

On utilise ensuite un ordre de Lusztig, les colonnes et les boites definies dans la partie 2. Le resultat suivant est enonce 
par G. Lusztig dans [LusQQct section 4.3] : 

Proposition 3.2.2. 

II existe une unique fonction $+ -^ t^,n1, (/3 ^ ip) telle que les proprietes suivantes sont verifiees : 

1. Sif-^^ et Sif-^^ commutent dans W si /3i et P2 sont dans la meme botte. Ainsi pour une boite B, le produit des Si^ pour 
f3 & B est un element bien definit s{B) de W, independant de I'ordre de ses facteurs. 

2- ia, = j pour j e |l,n]]. 

3. Si l3 ^ Cj et si Bi, ...,Bk sont les boites de Cj dont les elements sont strictement plus grands que (3 pour I'ordre de 
Lusztig alors s{Bi)s{B2)---s{Bk){aii-^) — j3. 
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On pose alors wp := s{Bi)s{B2)---s{Bk). 

On construit a present T^,^ I'aide du theoreme suivant ( |Lus90c[ theoreme 3.2]) 

Theoreme 3.2.3. 

Soit w £ W et Si^...Si^ une decomposition reduite de w. Alors Vautomorphisme T^ := Ta- ■■■Ta^ ne depends pas de la 
decomposition reduite choisie, il depend uniquement de I'element w e W . Ainsi les Ta- definissent un morphisme du groupe 
de tresse de W dans le groupe des automorphismes de Uq{g). 

Definition 3.2.4. 

Pour toute racine positive (3, on definit Ep :— Tjtj^{Ei^) e $+. Ces elements forment une base de PEW deU^{g) (JLus90c\ 
proposition 4-2]) 

Pour obtenir des relations de commutation dans ce contexte, on utilise les plans admissibles. 

Notations. 

Si f3 > fi' , on note [Ep^ Epi]q — EpEpi — q(f^^P 'Ep/Ep. Dans la suite, $p designe la trace du systeme de racines <& sur un 
plan donne P. 

Relations de commutation entre les E-y dans les plans admissibles : 

Si $p = G2 alors ^ — G2 (a cause de la longueur des racines) et les relations de commutation entre les generateurs de 
Lusztig sont connues QLusQOcl Section 5.2]). Elles permettent d'enoncer : 

Proposition 3.2.5. 

Supposons ^ — G2, notons a\ la racine simple courte et a2 la racine simple longue. On obtient ainsi la bonne numerotation 
de I'ensemble des racines simples (cf exemple \2.1.4^ . wq a pour decomposition reduite S1S2S1S2S1S2 (si = Sa-) et, les racines 
etant ecrites dans I'ordre convexe associee, on a 

$^ = {/3i — ai,/32 = 3ai + 02, /Sa = 2ai + a2,P4 = 3ai + 2a2,/35 = ai + 02, /^e = 0^2}- 

La premiere colonne Ci est reduite a {Pi}, la seconde colonne C2 ~ {(32, Ps, P^, P^, Pe} est exceptionnelle (Pex = Pi)- On 
a alors : 

- [EiSi^^aAq = ^^lii avec A 7^ 0, 

- [Ep^,Ep^]g = XEj^ avec A 7^ 0, 

- [Ep^,Ep-^]q = XEp^ avec A 7^ 0, 

- [E(36'El3i]q = ^Ep^ avec X^Q, 

- [Ep^,Ep-^]g = XEp^ avec A 7^ 0, 

- [Ep^,Ep^]g = XEp^ avec A 7^ 0. 

Si $ 7^ 6*2, les relations de commutation entre les generateurs de Lusztig correspondant aux racines d'un plan admissible 
sont partiellement connues ( |Lus90c| Section 5.2]). Elles permettent d'enoncer : 

Proposition 3.2.6 (^ ^ G2). 

• Si P =< P, P' > est un plan admissible de type (1.1) avec h'{P') — h'{P) + 1, alors ^p — {/3, Pex — P + P' , P'} et : 



o [Ep, Epi]q — XEp^^ avec A 7^ 0, 

[Ep,EpJq=[Ep^^,Ep,]q = 0. 



o 



Si P =< P,P' > est un plan admissible de type (1.2) avec h'{P') = h'{P) + 1, alors <i>p = {P,Pex — P + P',P',cti} 



et on a les relations : 

o [Ep, Ep']q = XEp^^ avec A 7^ 0, 
o [Ep^^,Ea^]q = X'Ej, avec X' 7^ 0, 
o [Ep,Ea,]q = X"Ep, avec X" ^ 0, 

O [Ep,Ep^Jq = [Ep^^,Ep>]q == [Ep>,Ea.]q ^0. 

Si P =< P,ai > est un plan admissible de type (2.1) , alors $p = {Pi, P2 = Pi + ai, ai} (P — Pi ou P2) et : 



[Ep^, Eai]q = XEp^ avec A 7^ 0. 

[Epi,Ep^]q = [Ep^,Ea,]q = 0. 



• Si P =< P,ai > est un plan admissible de type (2.2), alors on a les meme relations que dans le type (1.2). 



Si P — Vect{P, ai) est un plan admissible de type (2.3) , alors ^J, — {Pi, P2 = Pi+cti, P^ — Pi+ 2ai, ai} (P — Pi,P2 
ou Ps) et on a les relations : 
° [Ep2,Eai]q = XEp^ avec A 7^ 0, 
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o [Ep,,E^;\q^\"Ep, avecX" ^Q, 



• Si P —< (3,ai > est un plan admissible de type (2.4) , alors ^p = {/3, a^} avec P J- ai et, si [3 n'est pas exceptionnelle, 
alors [Ei3,Ea^]q = 0. 

Corollaire 3.2.7 (^ ^ G2). 

Soient i, I deux entiers tels que I < i < I < n et rj E Ci 

1. Si (rijai) > 0, alors [E,,,Eai]q = 0. 

2. Si rj + ai^ m7 avec 7 e $+ et m G W, alors [E,j,Ea^]q = Ai?™, avec A G IK*. 

3. Si 7] = r/i + 772 avec rji et 772 dans Ci telles que h{r]i) + 1 = h{ri2) alors [£"^1 , Ejf.^]q = \E.^, avec A e K*. 

Demonstration : P — Vect(?7,Q;i) est un plan admissible de type (2.1), (2.2), (2.3) ou (2.4) par definition. 

1. P n'est pas de type (2.4) puisque (77, ai) ^ 0. II nous reste done a envisager les cas suivants : 

• P est de type (2.1). On voit alors (en utilisant les notations l2.2.14p que, rj = j32. D'ou le resultat par la proposition 
[3X61 

• P est de type (2.2). On voit alors que 77 = /3'. D'oii le resultat par la proposition 13.2.61 

• P est de type (2.3). On voit alors que r] = [3^. D'ou le resultat par la proposition 13.2.61 

2. Puisque 7717^0, ona7ePn $+ = ^^ de sorte que P n'est pas non plus de type (2.4). II nous reste done a envisager 
les cas suivants : 

• P est de type (2.1). On voit alors que m = \,rj = j3i et 7 = /32- D'ou le resultat par la proposition 13.2.61 

• P est de type (2.2). On voit alors que Ton a deux possibilites : 

o rn — 1, rj — P et J = P' . 

o m = 2, ri ^ Pex et J = /3'. 

D'ou le resultat par la proposition 13.2.61 

• P est de type (2.3). On voit alors qu'on a m = 1, rj — Pi (resp. rj = P2) et j — P2 (resp. 7 — P3). D'ou le resultat 
par la proposition 13.2.61 

3. Considerons le plan P :—< 771,772 >. II est admissible (cf definition 12.2. 13p ^p est egal a {771,77,772} (type 1.1) ou 
{771, 77, 7^2, ai} avec i < I (type 1.2). II resulte alors de la proposition precedente que [£'^^,£^^2]^ — AE'^, avec A E K*. 

D 

3.3 La construction de Jantzen 

Cette construction est utilisee dans |Jan961 section 8.14], on utilise les meme automorphismes T^^a G H mais d'une 
maniere difFerente pour construire les elements de la base de PBW. 
Pour une decomposition donnee de wo = Si^.-Si,^, on salt que pour tout /3 e $+, il existe ip G [IjA^l tel que /3 = 

Si-i---Si^-i[aii^). 

Definition 3.3.1. 

Soit P e $+, on pose w'^ := Si^-.-Si^-i et on definit Xp := T^,:^{Ea^^), Yg := T^,'^{Fa^^). 

En utilisant les resultats |Jan96| theoreme 4.21] et |Jan96| theoreme section 8.24], il vient : 

Theoreme 3.3.2. 

- Si a Ell, on a Xa = Ea pour a e 11 (JJan96\ Proposition 8.20]). 

- Les monomes X2...XJ^ (ki £ N^ forment une base de PBW de Uq^Q). 

- Les monomes X^\..X^''K^K..KV;"Yi,'...Y!,'^ (resp. K^K..K"'"Y!,\..Y!,'^ X'^' ...X^"" , 

PI Pn "1 O'n Pi Pn '- ^ "1 O'n Pi Pn Pi Pn ' 

resp. Y^l...Y^'^K^^K..K^^"X^l...X^^), (h^k EN,m,e Z) forment une base de Uqio). 

La proposition ci-dessous a ete demontre par Levendorskii et Soibelman |LS91[ Proposition 5.5.2] dans un cadre legerement 
different. On trouve d'autres formulations dans la litterature dont certaines comportent des inexactitudes. Pour cette 
raison, nous allons la redemontrer dans le cadre de ce travail. Les idees utilisees dans cette demonstration proviennent 
essentiellement de |LS9H Proposition 5.5.2]. 
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Theoreme 3.3.3 (de Levendorskil et Soibelman). 

Avec les notations precedentes, si i et j sont deux entiers tels que I < i < j < N 

ft<7l<...<7p<ft, p>l, fciGN 

avec (^- eK etc^-j^O^ wt{X!^l...X^;) := fci x 71 + ... + kp x jp = Pi + Pj 

Avant de demontrer ce theoreme, rappelons quelques resultats classiques sur les automorphismes de Lusztig et les racines 
positives. 

Lemme 3.3.4 ( lJan90j section 4-S). 

1. II existe une unique automorphisme lo de Uq{g) tel que Lo{Ea) — Fa, uj{Fa) = Ea et uj{Ka) = Ka^ ■ On a uj^ = 1. 

2. II existe une unique anti- automorphisme r deUq{Q) tel que T{Ea) = E^, T{Fa) = F^ et T{Ka) — Ka^ ■ On ar^ ~ 1. 

Proposition 3.3.5 ( JJan96^ section 8.20). 

Soient w G W et a G H. Si w{a) > 0, alors Tw(Ea) G U^{2), Tw{Fa) G Uqio) et, de plus, Tw{Ea) (resp. Tw{Fa)) est 
homogene de poids w{a) (resp. —w{a)). 

Comme (toujours d'apres |Jan96l section 8.18]) on a T~^ —to T^-i o t et comme t laisse stable U~{q) et U^{q), la 
proposition precedente pent se re-ecrire : 

Proposition 3.3.6. 

Soient weW etaeU. Si w-\a) > 0, alors T-\Fa) G U-{g) et T-\Ea) G U+{2). 

Lemme 3.3.7. 

Soient Pi et Pp deux racines positives telles que Pi < Pp dans $+ 

1. TJ, (Xp^) est dans U^{q) et homogene de poids w'g [Pp)- 

2. rj/ (Xft) est dansUqib-). 

/3p 

Demonstration : 

1. Par la proposition 13A51 Tj/ {XpJ = T^^^^^ ...T^^|Ta,^ ...Tq,^_^ [Ea,^ ) = T^.^ ■■■Tai^_^ {Ea,^ ) est un element de U+{g), 

homogene de poids Si, o ...o Sij,^-^{ap) — w'if^^{Pp). 
2. 

= T-i...T-i (-ir-i)r-i...r-/ (F ) 

T^^ ...T^^ (~K^^) = —K^ , X est dans U^{q) car c'est un produit de K~^ (cf IJan96l section 4.41 pour la 

definition de Kx avec A G Z$). 

Comme Si^...Si^_^{ai^) est une racine positive, on salt (cf proposition [3A6|) que T^^ ---Ta^ [Fa^ ) est dansZ^^(0). 

D 

Lemme 3.3.8. 

On note ici < I'ordre sur les racines positives associee a la decomposition de wq choisie ci-dessus. 

Soient Pi < Pi+i < ... < Pi+p, p racines positives non necessairement distinctes (p > 2). Si P := Pi + ... + Pi+p est une 

racine positive, alors Pi < P < Pi+p. 

Demonstration : On demontre ce resultat par recurrence sur p : 

Initialisation : Rappelons que I'ordre sur les racines positives induit par une decomposition de wq est toujours convexe 
(voir par exemple [Pap94 |). Ceci donne le resultat pour p = 1. 

p-1 => p : On suppose que P :— Pi + ... + Pi+p G <&"'", il existe k G |l,p] tel que {Pi+k,P) > (car (/3, P) > 0). D'apres le 
lemme [2^2.101 on a 7 := /3 — Pi^k G $ et, puisque j = Pi + ... + Pi+k + ••• + Pi+p, J G $+. Par le cas p = 1, on a : 

/3 = 7 + A+fc ^ 7 < /3 < P^+k OU Pi+k <P<1 
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Ck,^ 


= 






si 71 < Pi] 




Ck,- 


= 






si /?j < 7p; 




Ck.-y 


= 






si 71 = A et 7p < /3j; 




Ck,- 


= 






si 71 > Pi et 7p = P-j] 




^.7 


= q' 


-(ft 


:ft) 


s\p = 2,71 =/3, et 72 = 


= /3,; 



Par I'hypothese de recurrence, on a /3i < 7 < /3i+p et, dans les deux cas, on en deduit que Pi < (3 < Pi+p. 

n 

Demonstration du theoreme 13.3.31 : 

Soient i et j deux entiers tels que 1 <i < j < N . Comme les monomes ordonnes en les Xp,P e $+, ferment une base de 
^^+(0) (Theoreme [3X2|) . on a : 

7i<...<7p, !3>1, fcjGN 

Rappelons que U^{q) est graduee par Z$ et que wt{Xp) = /? pour tout P G $+. On a done Cj^ 7^ ^ wt{X^^...X^^) := 
fci X ji + ... + kp X jp = Pi + Pj. II reste done a demontrer que : 

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 

Dans la suite, pour k G [1, A^]], on note Wk ■— Sij...Si^. Soit t le plus petit entier tel qu'il existe un monome du second 
membre de I'egalite (•) ( coefficient non nul) commengant par X^-^ avec 71 — Pt- De meme, soit u le plus grand entier tel 
qu'il existe un monome du second membre de I'egalite (•) finissant par Xj^ avec jp — Pu- Comme dans |Jan96j . on note 
Uq{b^) (resp Uq{b~)) la sous algebre de Uq{g) engendree par les elements Ea (resp. Fa) et K^ (a G 11). 

• Si t < z, en appliquant T^^ aux deux membres de (•), on obtient : 

ft=7l<72<---<7p /3t<7i<...<7p 

Observons que si Z > i, on aT~^^(X^j) = T~^Tw^_.^{Eai ) — Ta^ ...Ta. _ {Ea^ ). Comme I'ecriture Si^^^...Si^ est reduite, 
on a s^^^^...Si^_^{ai^) G $+. On en deduit, par la proposition 13.3.61 que T~^{Xp^) G U^{q). Puisque i > i, il en resulte 
que le premier membre ainsi que la deuxieme somme T du second membre de (••) sont dans Uq{Q). Comme ci-dessus, 
on a T~}{Xr^) = T~^{Eai ) = ToT^i oT{Eai ) HJanQGl section 8.181) = ~K~^Fa. = —K~^Ya. . La premiere somme 
S du second membre de (*•) est done une somme finie de produits Y^l K~^^ Sk^ avec Ski G ^qio) et fci G N*. D'autre 
part, on a S* = T~^{X0.Xp.) — T G U^{q). Par le theoreme l3.3.2l on a done S=0, ce qui contredit la definition de t. De 
1, on a i > i, ce qui demontre (1). 

• Si j < u, on applique alors T~^ aux deux membres de (*) : 

T~l{Xp^Xp,)= E ^,^^^7(^71 -^7;)+ E ^,^rj/(^7;-<^) 

7l<72<---<7p<ft 7i<...<7r-i</3j<7i-<---<7p 

On deduit du lemme [3.3.71 que le premier membre et la premiere somme du second membre de I'egalite precedente sont 
dans Uq{b~). La seconde somme de cette meme egalite n'est pas un element de Uq{h~) car la proposition 13.3.61 implique 
(par un raisonnement analogue a celui du premier point) que T~'^{X^'^...Xry'^) G U^is) pour Pj < 7^... < 7p. Cette 
troisieme somme est done nulle par le theoreme 13.3.21 En composant par T^^ , on en deduit que : 

'^,7 71-- 7p ~ "■ 
7i<...<7r-i</3j<7r<---<7p 

Du theoreme 13.3.21 on deduit a nouveau que chacun des monomes de cette somme est nul, ce qui contredit la definition 
de u et demontre le point (2). 

• Pour le point (3), on raisonne par I'absurde. Si un tel c^- est non nul, un monome de la forme X^^...X-y^ avec 
Pi < Ip < Pj apparat dans la relation. Par suite [ki — 1) x Pi-\- ... -\- kp x Pp — Pj, ce qui contredit le lemme [3.3.81 

• Le point (4) se demontre comme le point (3). 

• A ce stade, on a done demontre qu'il existe a G K tel que 

Xft.Xft - aXp^Xp^ =. Y. ^,7^71 -^^ 

ft<7i<...<7p<ft 
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II reste a calculer la valeur de a. On compose chaque membre par T^^ : 

T-} {Xp^ )T~l {Xp^ ) - aT^^ {Xp^ )r-/ {Xp^ ) - ^ c^-T-} {X^^l ) . . .T"/ {X*;; ) (7) 

ft<7i<...<7p<ft 

et on note X :— T^^{Xp.). C'est un element de ^+(0) par la proposition 13.3.61 De meme, le second membre X' est un 
element de Uq{Q) et puisque T~^{Xp^) := T".^ (£'„.) = —K~^Fa., on a : 

-Xi^-/F„, + aK^lFo^^X = X' 

Par le lemme [3.3.71 ^ est homogene de poids w^ (Pj), de sorte que 

Compte tenu des relations de commutation entre les Fa et les Ea (cf definition 13.1. ip , on a : 

XFa, = Fa,X + KiXi + X2, avec K^ e ^^^(fl), X^ et X2 G U+{q) 
Comme Fq. = F^^, I'egalite ^ s'ecrit : 

de sorte que 

Comme X,X',Xi et X2 sont dans L(^{q), il resulte du theoreme 13.3.21 que les deux membres de cette egalite sont nuls, 
de sorte que a = ^(".."'."'(ft)) = q-i^-\l3^),^~\M) = q-{l3i,Pj)_ Ceci demontre le point (5). 

D 

3.4 Relations de commutation entre les X^ dans les plans admissibles 

Le but de cette partie est de demontrer que les X^ verifient des relations de commutation analogues aux relations de 
commutation entre les E^ rappelees dans le paragraphe 3.2. 

3.4.1 Construction d'un troisieme systeme de generateurs 

Conventions. 

• Soit i un entier de |l,7i]l. t designant Vautomorphisme de Uq{Q) defini au lemme \3.3.4\ notons T^. —to T^. o t. 
Ceci est un automorphisme de Uq{Q) qui verifie immediatement les relations suivantes : 

T'^^Ea, = -K-^Fa,, T'^^Fa, = -Ea^Ka, T'^^K^, = K^^R-^'^ {j e Il,7i]) 

et pour j ^ i : 

r-\-s— — aij 
r+s— — a^j 

• De meme, si Wp £W a pour decomposition reduite Wp — Si-^...Si^, on pose T[^ := r o T^^ or et on observe que Von 

a encore T' = T' ...T' . 

tijp ^11 ^ip 

• Si P G $+, on pose wp :— Sii...Si^j_i et on definit X'p :— T[^ {Ea^ ) et Yp :— Tu,^(Fq; ). On a immediatement 
X'^ = Ea et par analogic Y^ = Fa pour a G 11. 

Le theoreme de Levendorskii et Soibelman prend alors la forme suivante : 

Proposition 3.4- i- 

Avec les notations precedentes, si i et j sont deux entiers tels que I < i < j < N 

x'pXp^ - q-^f'-f'^^x'pXp^ = Y^ c^,^x'^\^ ...x'j;; 

ft<7i<...<7p</3j, p>l, fciSN 

avec c^.^ e K ei c-^^- ^ ^ wt{X^l...X^l) := /ci x 71 + ... + /cp x 7^ = /3i + (3j 
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Demonstration : CommenQons par exprimer Xp en fonction de XL {(3 £ $+) : 

Xp - T^. {E^^^^ ) = r o r;, o t{E^^^^ ) = t{X'p). 

Ainsi, compte tenu du theoreme de Levendorskii et Soibelman (theoreme l3.3.3p . on a : 

= -q~(0^-^f>.)r{Xp^Xp^ - q(P-MX0^Xp,) 

/3i<7l<...<7p<ft, P>1, feiGN 
/3i<7i<.--<7p</3j, P>1, fciSN 
ft<7l<...<7p</3j, p>l. fciGN 

Pour re-ordonner, les monomes du second membre on utilise alors le lemme ci-dessous. 



n 



Lemme 3.4.2. 

On suppose que, pour tout 1 < i < j < N, on ait une relation de la forme X'a,XL — q^^^'-'^^'X'p.X'a, = Pij, oil 
Pij e lS.{X'a. j^, ...,X'p.__^) . Alors pour tout I < k < I < N , tout polynome M en les X'^^, ...,X'a peut s'ecrire comme une 
combinaison lineaire de monomes ordonnes en les X'n^, ...,X'a. 

Demonstration : II sufEt de demontrer le resultat lorsque M est un monome de K(X^^, ...,X'a^). On raisonne par 
recurrence sur m := ^ — fc, le nombre de variables apparaissant dans I'ecriture de M. 

- m = 1 : Le resultat est evident. 

- m-1 => m : On raisonne par recurrence sur le nombre t d'occurrences de XL dans M. 

- Si i = 1 : On ecrit M — M1XLM2 avec Mi et M2 deux monomes en XL ^ , ..., XL . On raisonne alors par recurrence 
sur p — dMi . 

- p = : M = X'l^^A'h avec M2 £ ^^(-'^L i'---'"'^ft)- ^^ appliquant I'hypothese de recurrence sur le nombre de 
variables M2, on obtient le resultat voulu. 

- p-1 =» p : On a alors Mi = M{X'p^ avec s € |A: + 1,/] et M{ G IK(X^^ ^, ...,X^^), de degre p-1 . Ainsi, en utilisant 
la relation de commutation entre X'^^ et X'^^^ donne par hypothese on a : 

M = MiX'p^X'pJ'h = q^^''^^H'I[X'p^X'pM2 + MiPksAh, Pks e K{X'p^^^, ..^X'p^J. 

Par I'hypothese de recurrence sur le degre de Mi, le monome M[XLXLM2 est une combinaison linaire de monomes 
ordonnes en XL,...,XL. Par I'hypothese de recurrence sur le nombre de variable, chaque monome de M[PksM2 
est une combinaison linaire de monomes ordonnes en XL^ ^, ...,XL. Duo le resultat. 

- t-1 ^ t : Si la premiere occurrence de X'^^^ est en premiere position dans I'ecriture de 

M — XLMiXL ...MtXL Mt+i, le monome MiATo ...M^ATo Mt+i est une combinaison linaire de monomes ordonnes 

en Xp^, ■■■,X'p^ d'ou le resultat. 

Sinon, onaM = MiX^^...M„X^^M„+i et, par I'hypothese de recurrente applique Mi Ar^^...M„ onaM = ^,. Ar^"'M/Ar^^M„_|_i 

avec fli G N et M/ monomes (ordonnes) en X'^^ ..., AT^^. 

Chaque monome M[XL Mn+i presente une seule occurrence de XL C'est done (voir le cas t = 1) une combinaison 



linaire de monomes ordonnes en XL ^, ...,XL. D'ou le resultat. 



3.4.2 Relations entre les Er et les XL. 



n 



j3 ei les vVa. 

Comme dans les paragraphes precedents, <&+ est muni d'un ordre de Lusztig associe une decomposition reduite wq = 
Sii...Sj„. Dans ce cas, on peut preciser comme suit la version du theoreme de Levendorskii et Soibelman (proposition 
13X11) . 



16 



Theoreme 3.4.3. 

Si i et j sont deux entiers tels que I < i < j < N , on a : 

ft<7i<---<7p<ft- 

Les monomes du second membres apparaissant avec un coefficient C^- non nul verifient : 

• 7i n'est pas dans la meme boite que /Si ; 

• 7p n'est pas dans la meme boite que (3j . 

La preuve de ce theoreme repose essentiellement sur le resultat suivant : 

Lemme 3.4 ■4- 

Soit B ~ {/3p, ...,/3p+;} une boite et soit ai^, ...,ai^^i les racines simples correspondantes. Alors Vfc G lO, Z], 

"»P "»p + fc-l^ V+fc' V + fc "»P *ap + fc-l *°p + fe+l "*p + ! ^ V + fe' 

Demonstration : On salt que si ai et a2 sont deux racines simples orthogonales, on a Ta-^{Ea^) = E^^ — T{Ea^) 
de sorte que T'^^{Ea2) — -E'q2- Comme ai^, ...,0;^^,^, sont 2 a 2 orthogonales (la proposition 12.2. 7| ). on a immediatement les 
formules ci-dessus. 

n 

Demonstration du theoreme 13.4.31 : Le premier point resulte de la proposition 13.4.11 Si dans la decomposition 
de Wq, on change I'ordre des reflexions associes des racines simples correspondant a une meme boite B, on trouve une 
nouvelle decomposition reduite de wq- Les racines positives de B sont permutes de la meme maniere et les autres sont 
inchanges. Par le lemme ci-dessus, les X'p, P G B, sont aussi permutes de la meme maniere mais non modifles, et les X^, 
J ^ B, sont inchanges. Sans perte de generalite, on pent done supposer que Pi est maximale dans sa boite et que Pj est 
minimale dans la sienne. II en resulte que si (3i < ji < ... < -fp < (3j alors 71 n'est pas dans la meme boite que Pi et 7p 
n'est pas dans le meme boite que Pj. 

n 

Remarque 3.4.5. 

La preuve du theoreme precedent est aussi valable pour les elements Xp, /3 G $+ de sorte qu'on appliquera aussi le theoreme 
\3.4.3\ a ces elements. 

On pent a present demontrer : 
Theoreme 3.4.6. 

V/3 e $+, 3A;3 e K \ {0} tel que X'^ = X,}Ep 

Demonstration : Soit P et P' deux racines positives telles que /3 > /3'. On note (par analogie avec [i?/3, iS^g'Jg) 
[X'^,X'^,],=X',X'^,-q(^^P')X'f,,X'^. 

Traitons d'abord le cas $ = G2 et reprenons les conventions de la proposition 13.2.51 On salt (3.4.1. conventions) que, 
puisque Pi et Pe sont simples, on a X'^^ — Efj^ et X'^^ — Ep^. 
On a done 

[X'fj,,, X'p^]q = [Ep^,Ep^]q = A^05 avec A S K*. 

Par le theoreme 13. 4.3^ on a aussi [X'^^, X'g_^q = /i^L^ avec /i G K et, par suite, XL^^ = Xp^Ep^ avec A/j^ G IK"^. 
De la, [XL,X'p^]q = Xp^[Ei3^,Ei:!^]q = i^Ejs^ avec i^ G K*. On en deduit comme ci-dessus que X'^^ = Xp^Ep^ avec A/33 ^ ^* ■ 
De la meme maniere, en considerant [X^^,X^Jg = Xpr^[Ep^,Ep^]q, on montre que XL = Xp^^Ep^^ avec Xp^ G K*. 
Enfin, on a [X'p^, X'p^]q = Xpr,Xp^[Ep,^,Ep.^]q = vEp^ avec u G ^* , d'ou on deduit que X'p^ = Xp^Ep^ avec Xp^ G K*. 

Supposons maintenant <& ^ G2, considerons une colonne Ct (t E [[I.k]) et demontrons le theoreme pour toutes les racines 
de C't. 

On etudie d'abord le cas des racines non exceptionnelles. 

Soit done P G Ct, P non exceptionnelle. Raisonnons par recurrence sur h{P). 

Initialisation : Si h{P) = 1, alors P = at et d'apres les conventions de X'^^ ~ E^f 
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Heredite : Supposons h{P) > 1 et le resultat vrai pour chaque S G Ct, S non exceptionnelle telle que h{S) < h{(3). Par la 
proposition 12.2. 11| il existe une racine simple a^ (i < t) telle que /3 — a^ = 7 S Cj. De plus, 7 n'est pas exceptionnelle 
car, sinon /3 = 7 + a^ le serait. P :—< ai, P > est alors un plan admissible de type (2.1), (2.2) ou (2.3) et on a 
[E^,Ea,]q = cEp (c e K \ {0}) (cf. paragraphs 3.2 page fTTI) . 
Comma ^1(7) = h{(3) — 1 < h{/3), on a X^ = X^E^ (A-y G K\ {0}), et comma Ea^ = X'^., on a : 

[X X^.]q — Xj[Ej,Eai]q — XjCEp. 



Par le theoreme 13.4.31 Ep est une combinaison linaire de monomes Xg -.-Xg avec 

ai < Si < ... < 5s < 7, <5s n'appartient pas a la boite de 7, Si n'appartient pas a la boite de ai et 

Si + ...+S, = a.,+-f = f3 (•). 

Pour chacun da cas monomas, Sg G Ct at Sg n'ast pas axcaptionnalla (puisqua /3 G Ct at /3 n'ast pas axcaptionnalla). 
Comma (5s < 7 at Sg n'appartient pas a la boita da 7, on a h{5s) > /i(7) => h{5s) > h{(3) => (s = 1 at (5i == /?) => 
Ep — aX'p avec a G K \ {0}, d'ou le resultat. 

Supposons a present que /3 est la racine exceptionnelle de Ct (cf figure ci-contre). Soit 7 I'element 
da Ct qui precede (3 dans I'ordra da Lusztig at soit S = sd(7), da sorta qua S + j = (3. Par la 
proposition 12.2.121 on a /i'(/3) = to + i avec to G N"^ at ft.'(Ct) = |1,2to]. Si B est la boita da Ct 
qui precede (3, on a done h'{B) — h{B) — t + 1. Comme la boite de /3 est reduite un element, on 
a 7 G i?, done ^.(7) = ?n + 1 et, par suite, h{S) = m. P ~ Vect{^, S) est alors un plan admissible 
de type (1.1) ou (1.2), et [Es,Ej]q = cEplc 7^ 0) (cf. paragraphe 3.2). 

Comma 7 at J sont non axcaptionnallas, on salt deja (voir ci dassus) qua X'^ — X-yE^ at X'g = XsEs 
(A-Y 7^ 0, Xs 7^ 0). Ainsi, on a : 



Ct 



P 



3N 



[Xg,X^]q — XsXj[Es,E^]q — XsX^cEf) (A-y ^ 0, A5 7^ 0). 

Comma ci-dassus, Efj est una combinaison linaire da monomas X'g ...X'g avec 

"i < Si < ... < Ss < S, Ss n'appartient pas a la boita da S at Si n'appartient pas a la boita da 7. Comma (3 est la saula 
racine da Ct verifiant ^ < (3 < S, (3 n'appartient pas a la boita Ae S et (3 n'appartient pas a la boite de 7, on an deduit qua 
s = 1 et Si = 13. Done Ep = aX'a avec a G IK \ {0}. 

D 
Des theoremas 13.4.31 et 13.4. 6[ on an deduit : 



Corollaire 3.4.7. 

Si i et j sont deux entiers tels que I < i < j < N , on a : 



Ep,Ef,^-q-^^"^^^Ep^Ep^ = 



E CL_E';i...E'^;. 

/3i<7i<...<7p</3j, p>l, fciGN 



Les monomes du second membres apparaissant avec un coefficient C^_ non nul verifient : 

. wt{xi|lK..x:,ln^p^+PJ; 

• 71 n'est pas dans la meme boite que I3i ; 

• 7p n'est pas dans la meme boite que (3j . 

3.4.3 Lien avec la construction de Jantzen 

Proposition 3.4-8. 

Soient Pi < P2 deux racines positives. 

1. Si Ep.Ep^ - q-<-fi^''^^^Ei3^E0, = kEJ^"" (k^Q,m>l et j e <^+), alors 
Xp.Xp, - q+^P^^P-^X0,Xp, = fc'X™ (k' ^ 0;. 

2. Si Ep-^Ep^ — q~^^^'^^iEp.^Ep^ = kE^Es (k 7^ 0,7,(5 G $^,7 et S appartenant une meme boite), alors Xp^Xp.^ — 
q+{0iMXp^Xp, = k'X^Xs (k' ^ {)). 

Demonstration : Soit /3 G $"''. Rappalons (Section 3.4.1) qua Xp := T^' (iJ^. ), X'^ :— T^, [E^i ), at qua T^' = 
T o T'^i o T. On a done Xp = t o T^, o T{Eai ) = t(X^). Rappelons egalamant (Theorema l3.4.6p que X'^ — XpEp avec 
Xp G K*. 
Soiant /3i < P2 deux racines positives. 
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1. Si Efs.Ep, ~ q-<^(^''^^^E0^Ep, = kE"]^ {k^O,^e $+), alors : 

^r{X',r,^-q+iP^'P^)X',X'p^) 

= -q+i0^-P^)\p^\p^T{kE\^) 
_0+(/3i,/32)\ „ \ „ t 



A^ 



fc'X™ avec k' e K* 



2. Si Ep^Ep^ — q ^^^^'^^'^Efj^Ep^ = kEjEs (fc 7^ 0,7,(5 e $^,7 et (5 appartenant une meme boite) alors, en effectuant le 
meme calcul qu'en 1., on trouve : 

Xp.Xfj, - q^P^'P-^Xp,Xfj, = k'T{x:^X's) = k'XsX^ (fc' ^ 0) 

Comme 7 et (5 sont dans la mome boite, on salt (proposition l2.2.7|) que (5, 7) = 0, de sorte que, par le theoreme l3.3.31 
X^Xs = XjXs- Ce qui termine la demonstration. 

D 

4 EfFacement des derivation dans Uq{Q) 

4.1 Notations et rappels 

Dans cette partie, on note A :— U^{q), Xi :— Xp^ pour 1 < i < TV, et A^j :— q^(ft'^') pour 1 < i, j < N. On a vu 
ftheoreme l3.3.3p que, si 1 < « < j < ^, on a : 

XjXi — Aj^iXiXj = Pj^i (8) 

avec 

p,-,=_ Y. c-,x':;\\..x^Lr {c-,eK). (9) 

*:=(fci+l,---,fcj-l) 

De plus, compte tenu de la ^-graduation de U^{g), on a 

Cfc ^ ^ Af;+\...Af^^.l\ = Az,,Ai,, pour 1 < ^ < AT (10) 

Ainsi, A verifie les egalites (1) et Thypothese 6.1.1 de |Cau03al Section 6 page 503-504]. 

Compte tenu du theoreme I3.3.2[ les monomes ordonnes en les Xi forment une base de A de sorte Ton a ( |Cau03a[ 
Proposition 6.1.1]) : 

Proposition 4-i-i- 

1. A est une extension de Ore iteree que I'on peut ecrire : 

A = K[Xi][X2;a2,52]...[XN]C7N,6N] 

2. Sil < m < N , il existe un (unique) automorphisme hm de Valgebre A qui verifie hm{Xi) = Xm,iXi pour 1 < i < N . 
De plus, ( |Cau03at Proposition 6.1.2]) 

Proposition 4.1.2. 

1. A verifie les conventions de la Section 3.1 de JCauOSa^ . d savoir : 
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• Pour tout j e |2, N\, Gj est un automorphisme R-lineaire et 6j est Gj -derivation (a gauche) K-lineaire et localement 
nilpotente. 

• Pour tout j E |2, N} , on a (Jj o Sj = qjSj o <jj avec qj = Xjj = q^Wl^iW ^ et pour tout i G |1 , j — Ij , (t.j {Xi) — \j,iXi . 

• Aucun des qj {2 < j < N) n'est une racine de I'unite. 

2. A verifie I'hypothese 4- 1-2 de ]Cau03a^ . a savoir : 

Le sous-groupe H du groupe des automorphismes de A engendre par les hi verifie 

• Pour tout h dans H, les indeterminees Xi, ...^Xn sont des h-vecteurs propres. 

• L'ensemble {A € K*\{3h e H){h{Xi) = \Xi} est infini. 

• Si m E |2, N\, il existe h„i G H tel que hm{Xi) — X„i,iXi si I < i < m et hm{Xm) = qmX„i. 

Ceci nous permet d'utiliser la theorie de reffacement des derivations ([Cau03aj) que nous decrivons dans le paragraphe 
suivant. 

4.2 L'algorithme d'efFacement 

Compte tenu des propositions 14.1.11 et 14.1.21 ^ est une algebre integre est noetherienne. Notons F son corps des 
fractions. On definit recursivement les families X^'' — {x!> )i<i<N d'elements de F* := F \ {0}, et les algebres A'-^' := 
K < Xl' , ...,X]^' > lorsque I decroit de A''+l a 2 comme dans |Cau03al Section 3.2]. On a done, pour chaque / G [2, iV+l] : 



Lemme 4-2.1. 

Sil<i<j<N, on a : 



Xf>xf^ ~ \,,xf^xf> = /f (11) 



f sij>l 

P^-\ E cj,{x'il^^-K..{xfl^^-^ sij<l, (12) 

I. /C=(fci + i,...,fcj_i) 

oil les cj sont les mimes que ceux de la formule (E), de sorte que Von dispose encore de I'implication fJQp . 
Demonstration : Cela resulte immediatement de [Cau03al Theoreme 3.2.1]. 



n 



Lemme 4.2.2. 



n 



Les monomes ordonnes en X^ , ...,Xj^ forment une base de A'-''' comme K espace vectoriel. 
Demonstration : Cela resulte egalement de |Cau03a| Theoreme 3.2.1]. 

Des lemmes [4.2.11 et 14.2.21 ci-dessus et de |Cau03a[ Proposition 6.1.1], on deduit : 

Lemme 4-2.3. 

1. A^^^ est une extension de Ore iteree que Von peut ecrire : 

^^nx^v^,^,^\..\x^,^^^\ 

oil les (7, sont des automorphismes K-lineaires et les 6, sont des a, -derivations (a gauche) K-lineaires tels que, 
pour l<i<j<N, af{xf^) = \,^,xf^ et 5f{xf^) = Pf}. 



2. A^'^ est la K algebre engendree par les indeterminees X^ , ...,Xj^ soumises aux relations f Jip . 

Rappelons que les automorphismes hm {I < m < N ) de I'algebre A definis dans la proposition 14.1.11 se prolongent (de 
maniere unique) en des automorphismes, encore notes hm, du corps F. 

Lem.m.e 4-2-4- 

Si 1 < m,i < N, on a hm{Xl ) — Xm^iX^ de sorte que hm induit (par restriction) un automorphisme de I'algebre A^''', 

note hm ■ 

Demonstration : Comme A verifie I'hypothese 4.1.2. de |Cau03aj (Proposition 14. 1 .21 et comme hm(Xi) = Xm.i^i , 
le lemme resulte de |iCau03al Lemme 4.2.1]. 

D 
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Convention. 

On notera H^^^ le sous-groupe engendre par les hm (1 < m < N ) du groupe des automorphismes de A'-''' . 

Par |CauQ3a| Proposition 6.1.2], on a : 

Lemme 4-2.5. 

L'extension de Ore iteree A^''' = K[X^ ][^2 ! '''2 j '^2 ]---[^V' "^V' ^nI verifie les conventions de la section 3.1 de JCau03a^ 
avec, comme ci-dessus, Xij = q^^P"l^3> et Qi ~ \is ~ q^\\p»\ pour 1 < i, j < N . Elle verifie egalement I'hypothese 4-l-^ 
de jCauOSa^ en remplagant H par H^^> . 

Corollaire 4-2.6. 

Si J est un ideal H^'^^ -premier de A^'^ au sens de fBGOS\. II. 1.9], alors J est completement premier. 



Demonstration : On a : 

^N '"AT '"Af . 



• ^C) = K[xf^][X,^'V^'\4'^]-[^^V^\'^^^] est une extension de Ore iteree (lemme SXSl) ■ 



D 



• Xl' ,X^\ ■■■,X\/ sont des ff^'^-vecteurs propres (lemme l4.2.4p . 

• Si 1 < i <j< N ,ona h^P{xf^) = \j,tXf'^ = ^yfixf^) et hf{xf^) = q.jXf^ avec q, = Aj^ e K* non racine de I'unite 
(lemmes [4T3l et KT^ . 

On en deduit, par |BG02l Theorem II. 5. 12], que J est completement premier. 

II resulte de la construction de I'algorithme d'effacement ( |Cau03a^ Section 3.2]) que Ton a : 

Lemme 1-2.7. 

1. Xl'^^^'^ = X, pour tout i e [1, iVl 

2. Si2<l<N et siie [1, iV], on a 

Xf+'^ siz>l 

£ f^S^ (^' "0" ° {^'"'T (^'"01 (^'"T" - ^ < ^ 



vi^) _ J +°° 



n=0 



(13) 



Lemme 4-2.8. 

Soit J un ideal (hilatere) H^'^^ -invariant de A^K Considerons un entier j G |2,iV] et notons 

B = K[xf^][X^'V2'\4'']--[^i-i;crj-i:'5J-i] ^« sous-algehre de A(') engendree par x[^\ ..., X^'^^. Alors af {B O J) = 

BC]J etsf\Br\J) cBnJ. 

Demonstration : Par les lemmes [4.2.31 et 14.2.4^ on a pour I <i < j, 

afixf^) = X,.^xf^^hfixf^) (14) 

II en resulte que, pour tout 5 e B, on a cr^ (6) = /i^ (6). Comme J est iJ^'^-invariant, et comme B est a^ -invariant, on 
en deduit que, pour tout 5 G B n J, on a crj'^(6) e B r\ J . Ainsi, a^^ {B r]J)cBnJ.'De regalitefTil on deduit : 

Comme ci-dessus, il en resulte que ( c ) {B H J) C B Ci J , de sorte que 



a)'iBnJ) = Br\J 



Si 6 e B n J, on a alors S\^\b) ^ xfh - a^P (b)xf^ eBnJ. 



D 

Si I € |2, TV], il resulte de lfT3|) que X^ — X^ ' . Ceci est done un element non nul commun aux algebres A^'''> et A^''^^'> (on 
rappelle que tous les X^ sont non nuls). Ainsi, I'ensemble Si := {{Xl ')"\n e N} est un systeme multiplicatif d'elements 
reguliers de A^'^ et aussi de A^'^-^h De |CauQ3al Theoreme 3.2.1], on deduit alors : 

Lemme 4-2.9. 

Soit I e [[2, A^]]. Si verifie la condition de Ore (des deux cotes) dans A'-''' et aussi dans A'-^^^' . De plus, on a : 
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4.3 Le spectre premier et les diagrammes 

Rappelons que Ton a pose, par convention, Xi = Xp^ pour 1 < i < A^. Notons A := A-'^'' = K < T^^, ...,T^„ > avec 
Tp. — Xl pour tout i. Par les lemmes [4.2.11 et [4.2.31 ^ est I'espace afRne quantique engendre par les indetermines Tp. 
(1 < i < N) soumises aux relations Tp.Tp. — Xj^iTp^Tp. pour 1 <i < j < N . 
Considerons un entier I g |2, N\ et un ideal premier P G Spec(A('+^)). 



• Supposons x/'+^^ ^ P. 



Par [CauOSai Lemme 4.2.2 et 4.3.1], 5; n P = et Q = A^' n PS^^ £ Spec(A(')). 



• Supposons x/'+^^ e P. 



Par |Cau03a| Lemme 4.3.2], il existe un (unique) homomorphisme d'algebres surjectif 



^(0 



(x/'+i)) 



qui verifie, pour tout i, g(xf^) = X^/^^\:= xf+^^ + (X*'+^^)), de sorte que Q = g~H . (f+D^ ) e Spec(A(')). 

On definit ainsi une application (pi : Spec(A'-'+^') — ^ Spec(A'-'') : P ^-t Q puis, par composition, une application 
(f) — (f)2 o ... o (ppf : Spec(yl) -^ Spec(^). Par |Cau03a[ Proposition 4.3.1], on a : 

Lemme 4-3.1. 

Chaque (j)i (2 < I < N) est injective, de sorte que 4> est injective. 

Definition 4.3.2. 

1. On appelle diagramme toute partie A de I'ensemble $+ des racines positives, et on note : 

Spec^(A) := {Q e Spec(A) \ Q n {Tp„...,Tp,} ^ {Tp \ ^ € A}}. 

2. Le diagramme A est un diagramme de Cauchon s'il existe P € Spec{A) tel que 4>{P) G Spec/s^{A), c'est a dire, si 
^{P) n {Tp,,...,Tp^} = {Tp\l3& A}, et on note : 

Spec^iA) - {P e Spec{A) \ <f)[P) e Spec^(A)}. 

On a alors, par |Cau03a| Theoremes 5.1.1, 5.5.1 et 5.5.2] : 

Proposition 4-3.3. 

1. Si A est un diagramme de Cauchon, on a (j){Spec^{A)) = Spec^{A) et (j) induit un homeomorphisme bi-croissant de 
Spec^ (A) sur Spec/^ {A) . 

2. La famille Spec^ (A) (avec A diagramme de Cauchon) coincide avec la H- stratification de Goodearl-Letzter de Spec{A) 

(jmmj ). 

Dans la suite, on va chercher a decrire plus precisement les diagrammes de Cauchon, pour cela on aura besoin du critere 
de la proposition suivante : 

Proposition 4-3-4- 

Soit P'-™' un ideal premier H -invariant de A*^™' . 

p(™) g Im{(j)m) si et seulement si I'une des conditions suivantes est satisfaite 

1. xt^ i p(™). 

2. Xt^ e P(™) et e(™)(5^"+'^(xi™+^')) e P(™) pour l<i<m-l. 

(ou <5^"+'V^i™+'^; = ^iT'^ (XIIT'\ - , ^^"V^; (lemmeUJlD et ou G^ : k < X['''+'> , ... , X^^-V' > 



,(™+i)^^(m+i)^ = p/„"+i) (xll\+'\ ... , X^"V^; (lemme\l2l\) et ou G^™) : k < xi"'^'^ ^("+^^ 



— > k < X\ , ... , Xl^_^ > est I 'homomorphisme qui transforme chaque X^ en X^ ) 

Demonstration : Supposons que p(™) g Im{4>m), de sorte que p(™) = 0„(p('"+^)) avec p(™+^) 
€ Spec{A^™'^'^') , et on suppose que la condition 1. n'est pas verifiee. Ceci implique que pt™' = ker{g) ou 
g: A(™) ^ ^(m+i)/p(m+i) est rhomomorphisme qui transforme chaque X^™^ en x|"+^^ = xf"+i) + p{m+i)_ 
On considere 1 < i < m— 1. 
Rappelons que 5^+^)(X("+^)) = p!^+'\x^:;;+'\ ... , X^^+,'^) et que e('") : k < XJ™+^\ ... , X^^^t'' > - ^ < 
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X[™ , ... , x!^_-^ > est I'homomorphisme qui transforme chaque X; en X^ . Comme Xm G p(™', on a 

X,lr^^^ e p(m+J) ([Cau03a|, proposition 4.3.1.) et done, <5^+^^(xf"+^^) e p(™+J). A present, on a 

_ p(m+l) .-j^(m+l) T^(m+l)x p(m+J) _ n 

On en deduit que e(™)(<5^+'^(xf"+'^))) = ker{g) = P^™). 

Si la condition 1. est verifiee, alors p(™) e Ini{(j)m) par f [Cau03a] . lemma 4.3.1.). 

Supposons que la condition 2. est verifiee. Alors si l<«<m— 1, on a, comme precedemment, P^j (Arj^"\ , ... , x!^J^) 

= e(")(<5L"+''(xi™+^))) e P(™). Done, dans Q^ = A(")/p(™), on a P^;''\x'i^l ... , 'a^^Tii) = 0. 

Comme P„j = (acetteetape, AT™ ^ est normalisant), onpeuxecrire Xm x^™'^ — ^n^iX^ Xm = PmA^^i+n ■■■ ' ^m^i 

_ n — p(™+i) Ct-^™) T-f™) ^ 

Si 1 < « < i — 1 avec j ^ m, on a (d'apres le lemme [4.2.ip 

(m) (rri) -. (m) (m) p(^i) / ("^) (^^) \ p("^+l) / ("^) ("^) \ 



x;- X 






j -^i ^^3,1-^i -^j ^ -^ j.i \-^i+l' ■■■ I -^j-l/ ^ j.i \-^i+l 



Done, par la propriete universelle des algebres definies par generateurs et relations, il existe un (unique) homomorphisme 
e : ^("'+1) —^ Q^™) qui transforme chaque X^ en Xi . Get homomorphisme est surjectif, et son noyau ker{e) 

= p('"+-') est un ideal premier de ^(^+1). On observe que, comme X^^ e p(™), on a X^""^^^ G pim+i)^ ^^ q^g 
e induit un isomorphisme 



e: yl(™+i) /p(™+-') ^ Q^™' = ^(™)//5(™) 



qui transforme chaque xj™ en X; . Rappelons que /m : A*-™' —^ v4*^'"Y^^™ designe la projection canonique 

rim) ( 

4 en a;;' 



Ainsi, g — (e) ^ o /„ : ^(™) ^ ^(™+i)/p(™+i) ggt I'homomorphisme qui transforme chaque X^ en x™ . 



Comme fcer(5) = fcer(/™) = p("), on en deduit que P^") = (?!>„{P(™+^)). 

n 
5 Diagrammes de Cauchon dans Uq{Q) 

Dans |Cau03b) . G. Cauchon utilise un moyen combinatoire pour decrire les diagrammes "admissibles" (appeles ici 
"diagrammes de Cauchon") pour Og(M„(fc)). A I'aide de la theorie des plans admissibles de Lusztig (voir section 3.2) 
et des resultats demontres dans la section 3.3, nous decrivons ces diagrames pour U^{g) (avec g algebre de Lie simple 
complexe de dimension finie). Le but de cette partie est de demontrer le resultat suivant : 

Un diagramme A verifie toutes les eontraintes provenant des plans admissibles (notion a definir) si et seulement si A est 
un diagramme de Cauchon (au sens de la definition 14. 3. 2p . 

5.1 Contraintes dans un diagramme 

Lemme 5.1.1. 

Soitj e ll,Nj. Soient I G [2,iV], pC+i) un ideal premier de A^^+^^ et pW = (^/(P('+i)). 

1. 5i XJ'+^) e PC+I) alors X^/^ e P^'l 

2. Si Xf^^^ = X^p (done, en particulier, si j > I), on a A:j'+^^ e pC+i) ^ X^ e p('). 

Demonstration : Le 2. se demontre comme |Cau03a^ lemme 4.3.4]. Montrons done le 1. lorsque j < I. 
V^"^ cas : Si le pivot w := X^ e pC+i), rappelons (cf. Section 4.2) qu'il existe un homomorphisme d'algebres surjectif 

4('+i) 



(xr^) 



qui verifie g{xP) = xf+'\:= xf+'^ + (x/'+'^)) pour tout z G ll,Nj. Comme xf+^^ e p('+i), on a giX^) G 



''I 
(^u+D) de sorte que X) e g ^ (^u+i)) ) ■= P^- 
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2"'' cas : Supposons que le pivot vo :— X\ ^ pC+i) et notons Si :~ {vj'^\n G N}. Rappelons (cf Section 4.2) que Ton 

Notons J :— || h{P^'^^') et observons que J est un ideal bilatere iJ^'+^'-invariant par construction. Comme 

heffC+i) 
^e+i) verifie Thypothese 4.1.2 de |Cau03aj (Lemme [4.2.5p . Xy^' est un 7j('+^'-vecteur propre. De la, puisque Xy^' 
appartient a pC+i), il appartient aussi a J. 

Par le lemmelMJl on en deduit que ((jf^^')" o Uf"^^A " f^j'^^') G J C P^'+i^ pour tout n e N. II en resulte 
que : 

Ainsi, xf e ^w n (pC+D^r') = ^*'^- 

n 

Lemme 5.1.2. 

Soient I G [[2, A^]. pC+i) wn idea/ premier de A^^^^> . Considerons un entier j avec 2 < j < I et notons P^^' = ipj o ... o 

1. Supposons que j3j est dans la hoite de Pi ou dans la hoite precedente. Alors 

• a:^^'+^' g p(^+i) ^ x^.'+^^ G p(^'+2) => ... => A^'+^^ G pc+i). 

2. Supposons que les hoites B et B' de I3j et Pi (respectivement) soient separees par une hoite B" reduite a un element 

Pe tel que xi'+'^ G P^'+'l Alors X^'+^^ G P^^'+i) ^ xf+^^ G P^'+'l 

Demonstration : 

1. Soit fc G Jj + 1, /] de sorte que Pk est, soit dans la boite de Pj, soit dans celle de Pi. Comme ces boites sont consecutives, 
on a XkXj = q-<f^''''^^>XjXk, de sorte que par le lemmeSSIIl xf +^^A:j''+^^ = g-</3fe,ft>xj''+^^A:f +^\ On a done 
4'''^^^(xf +^^) = et, par [Claun^al Section 3.2], on a : 



4-00 -f-CXD 



xf .5:A.(e^)) o(.r^))- (xf+^))(xr^))- =e^'«(4'="^0 (^r^M^^'^'O" =^. 



(fe+i) 



s=Q 



{Xs,KeK). 

Ceci montre le premier point. Le second point resulte du lemme [5. 1.11 
2. B et B" etant consecutives, il resulte du point 1. que X^/^^^ = ... = x!^^^^^ et que ATJ^^^' G P^^+i' ^ ... ^ Arj^^^' G 
p(e+i) Pour terminer montrons, par recurrence sur k, que : 

^(fc) g p(fe) ^ ^j/c+i) g p(fe+i) pour e + 1 < A; < Z 

On ecrit comme dans le 1. : 

+00 

^3 



^ik)_ 



~rOO __ _ __ _ 



• Si 4''^^'(X]''+^^) = 0, alors on a xf^ = xf^^^ et on conclut par le lemme [mi 

• Sinon, on a 6^i^^^\xf^^^) = A fxi'^+^^y" (m G N*,A G K*) par le lemme [Mil et, puisque B' et B" sont 
adjacentes, 

^(.+1) ^^(.+l)^J ^ ^ ^^(^+1)^(^(^+1)^ ^ ^ (4'+^^)'"' ((Xi'^+^))'") = pour . > 1 



(fc) _ ^{k+i) , w / (fc-+i)y- / (fe+i 



^ X)^> = Xr^^^ + A' xr^^ xr^^^ avec A' G 



"-J - ^^j ^ '^ I ^'-'^ / V^'-fc 
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\l r- -U* 



Si X^+i e pC^+i), on considere rhomomorphisme g : A^^^ -^ -^'(t+i' qui verifie 5(xf ^) = xf+^) pour 

(^fc ) 

i e [1, iV] (cf Section 4.2). Par definition de 0fc QCau03a[ Notation 4.3.1.]), on a P^^^ = 5"^ ( ff +'0 ' °°"^ 

p(k+l 



•• Par le 1., on a xi^+i^ = ... = xl^^ = X^''^'^ et xi'=+^> G ^*'^'^=^ - ^ ^^'' ^ ^^'^ ^ ^^''^'^ ^ ^^'+'^- 
Posons, comme dans |Cau03at Theoreme 3.2.1], Sk := {(^f ^^^)" I" e N} de sorte que pC^+i) = A^'^+i) n 
(^p(fc)^-i-) pj^j. definition de (^fc jCau03at Notation 4.3.1.]. On a alors : 



ji^(fe+i) ^ ^(fc) 



A' (x('=+i))" (xf +1))"' = X]'^) - A' (xW)" (xf +1))"' e p(^)5-i. 



Comme X^^''^^' est aussi dans v4(''+^\ on a Men Xj''^^-' e pC^+i). 

D 
Pour trouver la forme des diagrammes de Cauclion, on va se servir de |Cau03a[ proposition 5.2.1]. En tenant compte des 
notations utilisees id, cette proposition s'ecrit : 

Proposition 5.1.3. 

Soit A un diagramme de Cauchon et soit P £ Spec{A). Pour que P appartienne a SpecA{A) il faut et il suffit qu'il verifie 
le critere ci-dessous : 

(V / e [1, iVl) (x/'+'^ e p('+i) ^ A e A) 

Ceci permet de demontrer la proposition suivante : 

Proposition 5.1.4. 

Soient A un diagramme de Cauchon et Pi £ A (1 < I < N). Supposons qu'il existe un entier fc G |1,^ — IJ verifiant 
Xp^Xfj^ ~ q-'-^''l^^'^Xp^Xfi^ = cXf:i._^...Xi3.^ avec c e K*,s > 1 et k < ii < ... < is < I. Alors I'un des A^ (1 < r < s) 
appartient a A. 

Demonstration : Soit P € Spec^(A). Par le lemme 14.2.11 on a : 

Par la proposition l5.1.3[ on a X^ £ p('+i) de sorte que M £ p('+i). Comme p('+i) est un ideal premier de A^'+^\ on 
salt ( |BG02[ II. 6. 9]) que p('+i) est completement premier de sorte qu'il existe r £ |l,s] tel que Xi £ p('-+^> . Par le 

lemme lSTTj on en deduit xf'"+^^ £ p(*'-+i) et, par la proposition [5T3l /3j^ £ A. 

D 

Conventions. 

On dit qu'un diagramme A verifie la contrainte 

1. 13 J, ^ (ij, si 13,, £A^(3,,£A. 

°""^^5^,_ si I3j„ e A =^ (/3ji £ A ou ... ou (3,^ £ A). 
La proposition 15.1.41 peut done se reecrire : 

Proposition 5.1.5. 

Soient A un diagramme de Cauchon et Pi £ A (1 < I < N). Supposons qu'il existe un entier k £ |1,^ — 1| verifiant 
Xp.Xp^ ^q-('^'''^''^Xp^Xi3, =cX^"\..X^"; avecc£K\.s> l,k < ii < ... < is < I etmi,...,ms £W. Alors 

1. Si s ~ 1, la fleche pleine Pi — > /3i^ est une contrainte 

2. Si s > 2, le systeme 
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est une contrainte. 
Dans les trois propriete qui suivent, on considere A un diagramme de Cauchon. 

Proposition 5.1.6. 

Soient \ <l < n et (3 ^ Ci. S'il existe i G |1, ^ — 1] tel que j3 + a-i = mj3' avec m e N* et (3' G $+, alors f3 ^ P' est une 
contrainte. 

Demonstration : On salt (proposition 13.2.51 lorsque ^ — G2, corollaire 13 . 2 . 71 lorsque <& 7^ G2) que Ton dispose alors 
d'une formule de redressement de la forme EpEa^ — q'-^'^'-^Ea^Ep = kEpi avec k ^ (ou les E^ sont les generateurs de 
Lusztig de U^{q)). 

II resulte alors de la proposition 13.4.81 que X^Xa^ — q"''^'"'^ Xa^Xp = k' X^^, avec fc' ^ puis, de la proposition 15.1.51 que 
P ^ l3' est une contrainte. 

n 

Proposition 5.1.7. 

Soit Ci (I < I < n) une colonne exceptionnelle. Si /S G Ci est dans la hoite qui suit celle de la racine exceptionnelle /Sex, 
alors (3 -^ (3ex est une contrainte. 

Demonstration : Supposons d'abord que <f> est de type G2. Avec les notations de la proposition 13.2.51 on a done 

I = 2, f3ex = Pi, P — Pz ei on dispose d'une formule de redressement de la forme Ep^Ep^ — q'-^^'^^^'Ep^Ep^ = kEp^ avec 
k e K*. On en deduit, par la proposition 15 . 1 .51 que P = P5 ^ Pex — Pa est une contrainte. 

Supposons maintenant $ ^ G2- On salt (proposition 12.2.121) Que h'{Pex) =t + \ {t G W), de sorte que h'{P) — h{P) = t. 
On salt egalement (proposition 12.2.31 ) Que si D =Vect(/3ex), on a /?' = sd{P) = Pex — /? € Cj, de sorte que h'{P') — 
h{P') = h{Pex) - h{P) = i + 1. II en resulte (definition [2.2.131 et remarque WJU^ que P =Vect(/3,/3') est un plan 
admissible de type (1.1) ou (1.2). Par la proposition 13.2.6] on dispose alors d'une formule de redressement de la forme 
EpEpi — q^P'f^ 'EpiEp = kEp^^ avec k G K*. On en deduit, par la proposition l5.1.5l que /? -^ Pex est une contrainte. 

n 

Proposition 5.1.8. 

Soit Ci (I < I < n) une colonne exceptionnelle et Pex sa racine exceptionnelle. Supposons qu'il existe i G |1,^[ tel que 
Pex + cti — Pi^ + P'i^ avec Pl_^ y^ P[^ dans la hoite qui precede celle de Pex ■ Alors le systeme 

.-^^ 
A.' 

est une contrainte. 

Demonstration : Comme, par hypothese, Pl^ 7^ P'^^ sont dans la boite qui precede celle de Pex, le systeme de racines 
n'est pas de type G2 (cf proposition 13. 2. 5p . 
Comme dans la preuve proposition l5.1.6l il suffit de montrer que : 

[S/3„,SaJg :- Ep^^Ee,^ - g^'^- '"'^.E^, ^^^^ = ^Ep[,E0[, avec A G K* 

Rappelons (proposition 12. 2. 3| ) que Pex -L «», de sorte que : 

{a„p[^+P[^) = {a„Pex + a,) = ||a,|p ^ (a„ /3,' J > ou (a„/3,:j > 0. 

On pent done supposer, sans perte de generalite, que {ai,P[^) > 0, de sorte que (corollaire l3.2.7p [Ep{ , Eai]q — 0. 

Comme dans la preuve de la proposition preeedente, on a : 

• h'iPex) =t+^{tGW)et h'iPiJ = h'iP'J = t+ 1, 

• Pi^ = S£){P[_^) et /3i2 — sniPi^) ^^^t alors dans Ci et verifient h'{Pi^) = h'{Pi^) = t, 

• Ep^^ Ep-^ - q^^^^ -^'^^^Ep'^^ Ep^^ = kEp^^ avec k^O. (*) 
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Par definition de /Si^ , on a Pex = Pi^ + (3[^ , de sorte que 

f^n + (^^2 = /3e- + a« = P^2 + P[, + a« ^ P[, = P^2 + a^■ 
Par le corollaire l3.2.7[ on a done [Ep^ , Ea^]q := hEp' {h ^ 0). 

On sait que l^qis) est Z<I>-graduee. II existe done un (unique) automorphisme a de U^{q) qui verifie pour tout Q G U^{q), 
homogene de degre /3, cr{Q) — q^^'"'>Q. 
Notons i5 la cr-derivation interieure a droite associee a Ea^ , de sorte que 

S{Q) = QE^, ~ E^MQ) (VQ e <(fl)) 

Si /3 e Ci, on a (^(^0) = £;/3£;a. - q'^'^'^^^E^^Ep = [^/3, £;«,]« et, de la : 5{Ep,J = et <J(^ftJ = /i%^. On deduit alors 
de (•) que 

k[Ep^^,E^^]q = kS{Ef,^J = 5[Ep^^EpQ- q^^'^-^'^^^SiEf^^^E^J 

= EpJ[Ep.^ ) + 5{Ep^^ )a{Ep,^ ) - g^'^-'^-.^V/^.'/l^ft, ) + ^(^/s:, )^(Sft, )) 
= h[q^^'^^''^^^Efr, Ep, ^q^^-^-^''2^Ep,Ep,] 



Comme /^^'^ et /3j'^ sont dans une meme boite, on sait (corollaire l3.4.7p que Ep' Epi = Ep' Ep' , de sorte que : 

k[Ep^^,E^^]q = /.(g('3:..->) _g(ft../3:,))^^,^^^,^ 



Puisque Pi^ +Pi^ = Pex, P = Vect(/3i2,/3^^) est un plan admissible de type (1.1) ou (1.2) (remarque l2.2.14p avec {A21 A'ai ~ 
{/3,/3'}, de sorte que {^12,^12) ^ 0- Comme on a suppose (ai,/3j'^) > 0, on a {Pi2,Pi2) 7^ (c^ii/^ia) "^^ sorte que le eoefficient 
ci-dessus de Eg' Eg' est non nul. De la : 



[-E/3.., ^cj, = XEp, Ep, avec A 7^ 0. 



n 



5.2 Contraintes provenant d'un plan admissible 

On definit ici la notion de contrainte provenant d'un plan admissible P et on va verifier que les diagrammes de Cauchon 
verifient toute les eontraintes provenant des plans admissibles. Rappelons d'abord les notations utilisees. 

Notations. 

• On note Ci, ...^Cn les sous ensembles de $+ representant les colonnes. 

• Dans la suite, on considere un diagramme A, c'est a dire une partie de $+ 

• On considere un entier j G |1,?^]1, on note Aj := A n Cj = {/3„j, ..., /?„,} C Cj = {/3fe, ...,/?,.}. On note ensuite, 
lorsqu'elles existent, (3ex la racine exceptionnelle et B^x '■— {Pex} la boite qui la contient. S'il en est ainsi, on note 
Bi la boite de Cj qui precede B^x et, B[ celle qui suit Bex ', de sorte que Sd{Bi) = B[. 



Dans les propositions 15. 1.6l 15.1. 71 et 15. 1.81 . on a etabli I'existence de contraintes en utilisant des plans admissibles. On va 
formaliser ce fait dans la definition de "contrainte provenant d'un plan admissible" suivante : 

Definition 5.2.1. 

Soit P une racine de la colonne Cj telle que h'{(3) = I et P un plan admissible (cf G. Lusztig ]Lus90c^ et ]Lus90a^ ) de I'un 
des types suivants avec $p = $+ n P : 

1. $p = {/3,/3 + Oi, ai\ avec i < j. type (2.1) 



2. $1 



{(3, (3 + ai, f3 + 2ai, ai} avec i < j. type (2.3) 



3. $+ = {/3, /3 + /?' = I3ex, /?'}, /3' e C, et h{l3') = /i(/3) + 1. type (1.1) 



4. $+ = {ai,a^ + |3,a^ + 2f3:^Pex,|3} aveci <j, /i'(qj + 2/3) = ^ et h{l3) = l. \type (lJ)\ ou \type (JJ) 

5. $ 



p — {f] — j3ex, Oii] avec i < j , ai J- P et il existe Pi et P2 dans Cj telles que P + ai — Pi + P2- type (2.4) 



$P — $+ — {Pi, -..jPe} est la partie positive d'un systeme de racines de type G2 (notations de la proposition \3.2. 5\ ). 
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Dans chacun des cas ci-dessus, on appelle contrainte(s) provenant de P, la ou les contraintes suivantes : 

1. /3^ /3 + a,. 

2. fi-f fi + ai ei /? + tti -> /? + 2ai. 

3. (3^ P + p'. 

4. (3^ a.+P, P^ ai + 2/3 et ai + 2l3^ai + f3. 

6. f3e ^ /35, /35 ^ 04, P5 ^ (33,134 ^ P3, 03^02. 

Lemme 5.2.2. 

Soitl3e Cj. 

1. Si (3 appartient a la hoite qui suit {Pex}, alors (3 -^ f3ex est une contrainte provenant d'un plan admissible. 

2. S'il existe i < j tel que 7 = /3 + a,; e $+ alors /3 ^ 7 est une contrainte provenant d'un plan admissible. 

Demonstration : Le resultat est vrai dans le cas ou <& est de type G2. Dans la suite de la demonstration on considere 
done un systeme de racines qui n'est pas de type G2. 

1. Soit P =< l3,Pex >■ C'est un plan admissible de type 3 ou 4 dans la definition precedente et dans chaque cas de 
figure, P -^ Pex est une contrainte provenant de P. 

2. Soit P —< (3, ai >. C'est un plan admissible de type 1,2 ou 4 dans la definition precedente et dans tons les cas /3 — > 7 
est une contrainte provenant de P. 

D 

Proposition 5.2.3. 

Soit A un diagramme de Cauchon. A verifie toutes les contraintes (au sens de la section 4-1.1) provenant des plans 
admissibles. 

Demonstration : Soit /3 € A et soit P un plan admissible contenant (3. Notons, comme dans la definition 15.2.11 
«>+=$+ n P. 

1. Si $p = {/3, /? + cii.ai] avec i < j, alors, d'apres la proposition l5.1.6l A verifie la contrainte /? — > /3 + a^. 

2. Si $p = {/3, (3 + ai, (3 + 2ai, ai} avec i < j, alors, d'apres la proposition 15.1.61 appliquee a f3 et f3 + ai, A verifie les 

contraintes P ^ P + ai et P + ai ^ P + 2ai . 

3. Si $p = {P,P + P' = Pex, P'} avec i < j, P' e Cj et h{P') = h{P) + 1, alors, d'apres la proposition 15.1.71 A verifie la 
contrainte P —f P + P' . 

4. Si $p = {ai,ai + P,ai + 2P = Pex,P} avec i < j et h'{ai + 2/3) ~ ^^, alors, d'apres les propositions 15. l.GJ 15.1.71 et 
15.1.81 A verifie respectivement les contraintes /3 — > a^ + /3, /3 -^ a^ + 2/3 et a^ + 2/? ^ a^ + /?. 

5. Si $p = {/3 = PexiCti} avec i < j, ai J- P et s'il existe /3i et P2 dans Cj tels que P + ai — Pi + P2, alors, d'apres la 

proposition [SXHl A verifie la contrainte ^ f^^ . 

6. Si $p = $"*" est de type G2, la proposition 15.1.6] implique que A verifie les contraintes Pq -^ PbjPs -^ PztPa -^ 
Pa^Ps ~^ P2- La proposition 15 . 1 . 7l implique quant a elle que A verifie la contrainte P^ -^ Pa- 

n 

5.3 La reciproque 

Le but de cette partie est de demontrer la reciproque du resultat demontre dans la partie precedente, c'est a dire : 

Theoreme 5.3.1. 

Si A est un diagramme qui verifie toutes les contraintes provenant des plans admissibles, alors A est un diagramme de 
Cauchon. 
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Soit f3 e $+, une racine positive de la colonne Cj avec 1 < j < n. On note Bq la boite de /9, Bi la boite qui precede i?o 

(si elle existe) et B2 celle qui precede Bi (si elle existe) dans la colonne Cj. 

On pose $;^ = {a, I i < j} U {7 < /? I 7 e Bo} U Bi U (B2 si Bi = {Pex})- Si 7 G $+, il existe k G |1, TV]] tel que 7 = /3fe 

et on rappelle (cf section 4.1) que X^ — Xk. 

On pose enfin Dp = IK < X^ \ 7 < /3 >. 

Lemme 5.3.2. 

Dfi = K<X^\je^+> 

Demonstration : On pose D'^ = K < X^ \ 7 e <i>t > C ZJ/j. Commengons par montrer que pour i < j, {X^,j G 
Ci} C D'fj. Si $ est de type G2, {X~^, 7 G Ci} est soit vide, soit reduit a Xai G -D^. Pour $ 7^ G2, on demontre ce resultat 
par recurrence sur h{j). 

Si h{j) — 1 : alors 7 = ai et X~^ G I?^ par definition de $t. 

Si h{j) > 1 et 7 non exceptionnelle : Par la proposition 12 . 2 . lH il existe Z < i tel que 7' = 7 — a; G $+, de sorte que, 
par le corollaire 13.2.71 et la proposition 13. 4. 8| on a X^ € K < X^/,Xq, >C Z?^ (hypothese de recurrence). 

Si h{j) > 1 et 7 exceptionnelle : On salt (proposition [23]3| que dans ce cas, il existe deux racines non exceptionnelles 
de Ci, rji et 772, telles que ryi + 772 = 7 et /i(??2) = h{r]i) + 1. On en deduit par le corollaire 13. 2. 71 et la proposition 13.4.81 
que X^ G K < Xrji,Xjj^ >C D'^ (X^^ et X^j^ sont dans Z?^ car 771 et 772 sont non exceptionnelle). 

Reste a montrer que {-'^7|7 G Cj,-f < /3} C Dp. 

Si ^1(7) = h{(3) avec 7 < /3, alors 7 G <i>^. Done X^ e D'^. 

On raisonne a nouveau par recurrence (sur h{B)) pour montrer que pour toute boite non exceptionnelle B de Cj telle que 

B < Bq (i.e. toute racine f3 de B est inferieure strictement a toutes les racines de -Bo), on a {-'^7 [7 G i?} C Z?^. 

• Supposons Bi non exceptionnelle. 

Initialisation : Le resultat est vrai pour la boite Bi puisque Bi C $«". 

Heredite : Soient B une boite non exceptionnelle de Cj telle que h{B) > h{Bi) et 7 G Z3. Par la proposition 12.2. ll| il 
existe a; G 11 (Z < j) tel que 7 — a; G '^'^ . 7' := 7 — ai est dans une boite B' non exceptionnelle de Cj telle que 
h{B) = h{B') + 1 > h{B') > h{Bi) > h{Bo) et on a Xy G D'^j par I'hypothese de recurrence. 

Si $ 7^ G2, on deduit du corollaire 13.2.71 et de la proposition 13.4.81 que [Xj',Xai]q — kXy avec A; G K*. Comme 
Xai G ZD^, on en deduit que X^ G D'p. 

Si $ = G2, on deduit des propositions 13.2.51 et 13.4.81 que [X^>,Xai]q — kX^ avec fc G K*. Comme Xai G Z?o, on en 
deduit que X^ G Z)^. 

• Supposons Bi exceptionnelle. 

Initialisation : Le resultat est vrai pour la boite Z?2 puisque, dans ce cas, i32 C <I>t. 

Heredite : On fait le meme raisonnement que ci-dessus en remplagant Bi par B2. 
Reste a montrer que si Z? = {(iex} est une boite exceptionnelle de Cj telle Z3 < Z3q, on a Xp^^ G D'^. 
Si B = Bi, on a. B C $1", d'oii le resultat. 

Supposons done B < Bi. Comme ci-dessus, on a /Sex = ?7i + ?72 avec 771 et 772 deux racines non exceptionnelle de Cj telles 
que h{r]2) = h{f]i) + 1. Les boites de r]i et 7^2 sont non exceptionnelles, de part et d'autre de B, done inferieures ou egales a 
Bi, done inferieures strietements a Z3o- Le resultat etant vrai pour les boites non exceptionnelles, Xjj^ G D'^ et Xjj^ € Dp. 
Si 4> 7^ G2, on deduit (comme ci-dessus) du corollaire l3.2.7l et de la proposition 13.4.81 que X/3„ G D'^. 
Si <& = G2, on deduit (comme ci-dessus) des propositions 13.2.51 et 13.4.81 que Xp^^ G D'^. 

On a done bien Dp = Dp. 

a 

On rappelle que A = U+{q) = K < Xp^\i G [l,iV] >:== K < X,\i G [l,iV] >. Soient (ir et /S^+i (1 < r < iV - 1) deux 

racines consecutives de $+ {Pr < f3r+i). On rappelle que A'^^'+^l =K < xf +^' > et A^''^ =K < xf > (1 < r < N) 
designent les algebres deduites de A par I'algorithme d'effacement des derivations de la section 4. 

Lemme 5.3.3. 

Soit fir G $"*", une racine positive de la colonne Cj et Dp^ = K < Xi^ | 7 < /3r >• Alors 

d'p[+'^ =K< 4^-^+1) I 7 e $+ > 
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Demonstration : Par le lemme 14.2.11 les formules de redressement entre les X^ lorsque "f < fir sont les memes 
que les formules de redressement entre les X^ avec 7 < /3r- H suffit done de reecrire la demonstration du lemme [5.3.21 en 
remplagant chaque X^ par X-y 

n 

Notons, comme dans le paragraphe 4, '■P '■ Spec A '-^ Spec {A){A = A^'^>) Vinjection canonique, c'est a dire la composee 
des injections canoniques ipr ■ Spec {A^^^^') ^^ Spec (A'-'"') pour r E |2, A^], et rappelons qu'un sous-ensemble A de $+ 
est un diagramme de Cauchon si et seulement si (3P e Spec{A)){(p{P) =< T^|7 G A >). 



Demonstration du theoreme 15.3.11 : Soit A C ^'^ un diagramme verifiant les contraintes provenant des plans 
admissibles. Posons Q :—< T-y|7 e A >. Par |Cau03a[ Section 5.5.], c'est un ideal TJ'-^' -premier, done completement 
premier, de A^^^ = A et si /? G $+ \ A, T/j est regulier modulo Q. Par suite, Q n <&+ = {T-y\^ G A}. 
Montrons par recurrence, que pour chaque r g [2, A^ + 1], il existe P^^^ € Spec (A^'"^) tel que Q — ip2 ■■■ o (pr~liP'^•^^)■ 



Initialisation : Si r = 2, dans ce cas, on a ^52 



ipr-i 



Id, 



Spec(A) 



et P^"^' = Q convient. 



Considerons un entier r G |2,7V], supposons qu'il existe P^^' G Spec(A'^'^') tel que (p2 ° ■■■ ° ^Pr-i{P ) = Q et 
montrons qu'il existe P^'^+i) G Spec(A(''+i)) tel que (p^(P(''+i)) = P(''). II en resultera que (p20...o(^^(p('-+i)) = Q. 



• Si Xr ^ P^^\ cela resulte du premier point de la proposition 14.3.41 

• Supposons done que Xr G P^^\ D'apres le second point de la proposition 14.3.4} tout revient a montrer que 

e('-) (5('-+i)(xf'+i))) G P('-) pour l<i<r-l. 

Observation. II suffit de demontrer que Q^^^ iSr [X^ )) G P^^'' Vour chaque i G |l,r — 1] tel que Pi G $1 
Demonstration de I'observation : Soit i G [[l,r — 1|. D'apres le lemme [5.3.31 on a : 



X 



(r+l) 



E 



^iu-,3sXj 



(r+l) Ti.(r+1) 



^r ou r := {j G II, r - l]|/5, G $+ } et m,,,...,,^ G 



On a alors : 



dr+l)(v(r+l). 



r('-+l)/x^('-+l) x-('■+l)^ 



E™,.,...,,. \si''+'\xj:+'^)x^r+'\..x^r^'^ + 4^+'\xil^'^)si^+'\x^:+'\..x^r+'h 



+ al^+'\x^+'\..x!f:^P)S^+'\x^+'^) 



= E^n...... Sr"iX)l^")X^^ .....,, ^.v,,,.., 



(r+l)^(r+l)/^(r+l)x v(r+l) 



Arj'i ■■■■^r,js-iXj_^ 



X}1^'' + \r,,,X][^''Si'^''{X^l^'')...X]l^'' + 

(r+l) Yir+l)Ar+l)f^{r+l)s~ 



■X^Zl'^r'^'iX) 



Par suite 






Comme chaque 9^'^) (<5f''+^^(XJ;+^^)) G P^''^ par hypothese, on a bien G^'') (j^'^+^^xf +^))) G P 



(r) 



n 
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c, 



Retour a la demonstration du theoreme 15.3.11 : 

Pour chaque s G |2,r— 1], on notera P'*' = ips° ■■■(pr-i{P^^')- 

Observation. (3r & ^- ? B-} 

En efFet, comme Xr' £ P^^\ on deduit du lemme lS^.l.ll que Ton a, successivement Xr G P^'^^^\ 

..., Xi^'^ e P(2) = Q. Comme Q n {T(}\l3 G $+} = {T^\-f € A}, on a T^,(= X^^^) £ Q ^ /3^ G A. | | ), Bi 

On rappelle que, si Pr € Q, $^^ = {a^ | i < j} U {7 < /J^ | 7 G Bq} U Bi U (B2 si -Bi = {/3ea;}) 

(i?o est la boite qui contient Pr , Bi est la boite qui precede Bq dans Cj quand elle existe et B2 la | 0^, \ ). Bo 

boite qui precede Bi dans Cj lorsqu'elle existe). 



Soit z G |1, r - 1] tel que A G $^ . 

• Si A G BoUBi,i\ resulte du theoreme[3Al(et de la remarque qui suit) que (5^''+^^(xf ^^^) ^ 0. Par suite O^''^ ('(5^''+^^(xf +^ 
Og PM. 

• Supposons que Bi = {/3ex} avec /^e^: = /3e (e < r), et que Pi £ B2. 

^(''+i)/'v(''+i) 



D'apres le theoreme [3A3l <5r H^f 



P^^ est homogene de poids Pr + Pi et les variables Xj apparaissant 



dans P^*^ sont telles que Pi e Bi — {Pe}- Par suite P^\ est nul ou de la forme AX™ avec A G K* et mPex — Pr+Pi, 
de sorte que (en identifiant les coefficients de a^) on a m = 1. 

Si p5+^) = 0, on a e('-) [si'^+'^xt^'^)) = G P<^^1 

Sinon, supposons P^*^ — XX"\ Comme A verifie les contraintes provenant des plans admissibles, il resulte du lemme 
15.2.21 que A verifie la contrainte Pr -^ Pex et, puisque /?r S A, on a Pex & A. 

On a done Xe G Q = P'^' et par le lemme lS.l.lt Xe G p('=+i). Comme Pe et Pr sont dans des boites adjacentes 
par construction, on deduit du lemme [5.1.21 que 

Par suite, e('^) (,5("+')(xf +^))) - Q(-\Xxi''+'^) = Axf ' G P^-\ 
• Considerons a present le cas Pi — ak avec k < j. 

Si ,5^'-+')(xf +^^) = 0, on a O^''-^ (j'^+'^l^f +'))) = G p(^^\ 

Supposons Sr i^i ) 7^ 0. D'apres le theoreme 13. 4. 3| on a 

i<jl<...<js<r 



"^iivJs ^ 



^ (/3j-i + ... + Pj^ ^ Pr + ak et Pj^,...,Pj^ ^ Bo) 



On a alors 

i<ji<...<js<r 

et tout revient a demontrer que, si Cji^...j^ G K*, on a XJ[\..XJJ^ G P^*"^. 
Supposons done Cj^^,,,j^ ^ 0. En considerant le coefficient de aj dans I'egalite 

Pj^ + :■+ Pj, ^ Pr+ak 



(16) 



on voit que Pj^ G Cj. Comme Pj^ ^ Pq et js < r, la boite Pi existe. 
Distinguons plusieurs cas. 

•• Bq et Pi sont ordinaires. Comme js < J^ et Pj^ ^ Pq, on a ft.(/?r) < h{Pj^). Par iflGJ) . on a aussi h{PjJ < h{Pr + ak) — 
h{Pr) + 1- II en resulte que s = 1 et que Pj^ G Pi. On dispose alors (lemme [5. 2. 2p de la contrainte Pr -^ Pj^. Comme 
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• • 



•• 



Pr G A, on a (3j^ € A et, comme ci-dessus, Xj^' £ P'-J^+^i puis, de la, Xj^ £ P^"^'. Le monome considere est done 
bien dans P^^\ 

Bq est ordinaire et Bi est exceptionnelle de sorte que B2 existe. Comme dans le cas precedent, on verifie que s — I 
et que f3j^ £ B2 . On dispose done eneore (lemme 15.2. 2p de la contrainte f3r -^ Pj^ . On dispose aussi (lemme 15.2. 2p 
de la eontrainte (3r ^ Pe- Comme Pr € A, on a Pe,Pj, £ A, de sorte que xi"^^'' £ F^^+i) et x]f=+^^ £ pW^+i). Par 
le seeond point du lemme [5.1.21 on en deduit que XjJ £ P'-^' . Le monome eonsidere est done bien dans P'-^'. 

Bo est exeeptionnelle. Puisque Pj^ ^ Bq, Pj^ est ordinaire dans Cj. Par I'egalite (flGl) . on a s > 2 et Pj^_i ordinaire 
dans Cj. Si on note h{Pr) = 21 + 1 {I > 1), on salt que h{Pj^^,) >l + l, h{PjJ > / + 1 et h{Pr + at) = 21 + 2. On en 
deduit que s = 2 et que Pj^_-i, Pj, £ -Bi. L'egalite (fTBl) s'ecrit alors Pr + a^ = Pj^^^ + Pj^. 

• •• Supposons Pj^_-i y^ Pj,, de sorte que /3j,_^ et Pj^ etant dans la meme boite J5i, elles sont orthogonales. 

II en resulte que <& n'est pas de type G2 (dans le cas G2, les boites sont reduites a un element). Notons 
P =< PjstPjs-i > le plan engendre par Pj^, Pj^_-^, et supposons ^p ^ {Pjs-uPjs}- Alors, puisque $p ^ G2, 
$p est de type A2 ou B2. Comme Pj^_i et Pj^ sont orthogonales, $p est de type B2 et il existe P £ $+ telle 
que Pr + ak = Pj^^i + Pj^ = fnP avee to = 1 ou 2. 

Si TO = 1, alors P et Pr sont deux racines exeeptionnelles distinetes de Cj, ee qui est impossible. 
Supposons m = 2. On a alors Pr + ctk — Pjs-i + Pjs = 2/3. On en deduit que h{P) = Z + 1, de sorte que P est 
aussi un element de Bi different de Pj,_i et Pj^. II en resulte que P,Pj^_^,Pj^ sont deux a deux orthogonales, 
ee qui est contradietoire avec l'egalite /3j,_i + Pj^ = 2/?. 

On a done $p = {Pj^-nPj^} et il resulte de la definition 15.2.11 que Ton dispose de la eontrainte "^"^ p- ■ 

L'une des deux raeines Pj^ ou Pj^_^ est alors dans A. Si, par exemple, Pj^ € A, on a suecessivement, comme 
dans le premier cas, X-^° £ p'-^^+^l et X^^ £ P^ K Le monome considere est done bien dans P^^K 

• • • Si Pj^_i = Pj^ alors l'egalite ifTBl) s'ecrit alors Pr + ak = 2Pj^. Si on pose P = sd{PjJ = Pr — Pj, £ $^ et si 

on retranehe /?j, a ehaque membre de l'egalite preeedente, on obtient P + ak = Pj,. Notons P =< Pr,Pj^ > le 

plan engendre par Pr et Pj^ . 

Supposons $ de type G2. Alors on a Pr = P4, ak = Pi et Pj^ = P3. Par la definition 15. 2. 1^ on dispose done de 

la eontrainte Pr -^ Pj^ . 

Supposons que $ n'est pas de type G2. II resulte de l'egalite Pr + ak = 2/3j^ que $p est de type B2, de sorte 

que <^+ = {ak,ak+P = Pj, ,ak + 2P = Pr,P} avec h{P) = h{Pr) - h{Pj^ ) = 21 + 1 - {I + 1) = I. P est done un 

plan admissible de type 4 au sens de la definition 15.2.11 On dispose done a nouveau de la contrainte Pr -^ Pj^ . 

Ainsi, dans tons les eas, on a Pj^ £ A. On a done suecessivement, comme dans le premier cas, X^-'^" £ pf^'+i) 

et X^y £ P^^\ Le monome considere est done bien dans p('"\ ee qui termine la demonstration. 

D 

6 Forme des diagrammes pour une decomposition de wq particuliere. 

Dans ee paragraphe, on donne une description explicite des diagrammes de Cauehon pour une decomposition particu- 
liere de Wo dans ehaque type d'algebre de Lie simple de dimension finie. 

6.1 Le cas des families infinies 
6.1.1 Le cas A„, n > 1 

Conventions. 

On numerate les racines simples de maniere que le diagramme de Dynkin soit : 

ai ~ a2 — ■ ■ ■ - an-i ~ an- 

On sait (voir par exemple JLit98[ Section 5]) que I'ecriture wq = Sa^ o (sq^ o s^J • • • o (s^^ o s^^^ o • • • o Sai) est une 
decomposition reduite qui induit I'ordre ci-dessous sur les racines positives. 
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Ci 


C2 






Cn 




/3i = ai 


/32 = ai + a2 




Pn-u+I - 


= Qfi H |-a„- 


-1 + a-n 




P3 = a2 




















Pm = an 



On constate que ceci est un ordre de Lusztig et qu'aucune des colonnes Ci, ..., C„ n'est exceptionnelle. 

Lemme 6.1.1. 

Si 1 < I < n et si Pj^Pj+i sont deux racines consecutives de Ci alors Pj+i -^ Pj est une contrainte. 

Demonstration : Si Pj et Pj+i sont deux racines consecutives de Ci alors il existe une racine simple a^ (1 < i < / < "-) 
telle que Pj — Pj+i + ai. D'apres la proposition l5.1.6l P ^ P + ai est une contrainte. 

D 
On en deduit : 

Corollaire 6.1.2. 

Si Ci = {Ps,Ps+i, ■■■,Pr — ai} est la colonne I avec 1 < I < n, les contraintes provenant des plans admissibles sont : 



Pr -^ Pr- 



Ps+1 -^ Ps 



Conventions. 

- Si C'l = {Ps, Ps+i, ■■■, Pr = ai} est la colonne I avec 1 < I < n, les colonnes tronquees contenues dans Ci sont les 
parties de la forme {Ps,Ps+i, ■■■,Pt\, t G |s,r]. 

- On note V I'ensemble de tons les diagrammes qui verifient les contraintes du corollaire \ 6. 1.2\ pour I <l < n. 

On remarque que V est I'ensemble de tons les diagrammes A qui sont des reunions de colonnes tronquees (voir figure 
ci-dessous). 



D 


■~ 


r 


H 


■ 


■ EH 


1 




■ 






■ 
■ 


■ 



y 


■ 




1 1 


■ 


■ 


1 1 


I 


■ 




■ 


■■ 


■ 


1 1 


■■ 


■■ 



ev 



iv 



Remarque 6.1.3. 

L 'ensemble des diagrammes de Cauchon note V a meme cardinal que le groupe de Weyl W. 

Demonstration : Comme V est I'ensemble des diagrammes A qui sont des reunions de colonnes tronquees, on a 

\V\ = (n + l)! = \W\. 

a 

6.1.2 Le cas B„, n>2 

Conventions. 

On numerote les racines simples de maniere que le diagramme de Dynkin soit : 

ai ^ a2 - ■ ■ ■ - a„_i - a„ 
On sait (voir par exemple JLit98\ Section 6]) que I'ecriture 

Wo = Sqj O (Sa^ O Sai O SqJ • • • O (s^^ O Sq„_i O ■ ■ ■ O Sa^ O Sa^ O Sa^ ° ' ' ' ° «„„) 

est une decomposition reduite qui induit I'ordre ci-dessous sur les racines positives. 
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/3(„_i)2+i = 2ai H 1- 2a„_i + a„ 












P2 = 2ai + a2 




/^AT-n = 2ai + a2 + h a„_i + a„ 


/3i=ai 


^3 = ai + aa 




/3jv-n+i = «! H h a„-i + a„ 




Pi ="2 




/3Ar-„+2 = ^2 H 1- a«-i + a« 
















(3n = an 



On constate que ceci est un ordre de Lusztig et qu'aucune des colonnes n'est exceptionnelle. 



Lemme 6.1.4- 

Si 1 < I < n et si I3j,l3j+i sont deux racines consecutives de Ci alors Pj+i 



f3j est une contrainte. 



Demonstration : Si Pj et /?j+i sont deux racines consecutives de C; alors il existe une racine simple a^ (1 < i < / < "-) 
telle que /3j = Pj+i + ai. D'apres la proposition [5X61 (3 ^ (3 + ai est une contrainte. 

D 
On en deduit : 

Corollaire 6.1.5. 

Si Ci = {/3s, /3s_|_i, ...,/3r = a/} est la colonne I avec 1 <l < n,les contraintes provenant des plans admissibles sont : 



Pr -^ (3r- 



P: 



s+1 



Ps 



Conventions. 

- Si C'l = {Ps, Ps+i, ■■■, Pr — cti} est la colonne I avec I < I < n, les colonnes tronquees contenues dans C'l sont les 
parties de la forme {Ps,Ps+i, ■■■,Pt}, t G |s,r]. 

- On note V I'ensemble de tons les diagrammes qui verifient les contraintes du corollaire ] 6. 1.5\ pour I <l < n. 

On remarque que V est I'ensemble de tons les diagrammes A qui sont des reunions de colonnes tronquees (voir figure 
ci-dessous). 





■ 


D 




■ 


1 




■ 






D 


■ 






■ 


■ 






1 


1 


■ 
■ 





1 




■ 


■ 
■ 


I 






■ 


D 






■ 


■ 


■ 1 1 


1 




■ 
■ 


n 
■ 



ev 



V 



Remarque 6.1.6. 

L 'ensemble des diagrammes de Cauchon note V a meme cardinal que le groupe de Weyl W . 

Demonstration : Comme V est I'ensemble des diagrammes A qui sont des reunions de colonnes tronquees, on a 

\V\ =2"+i(n+l)! = \W\. 

D 

6.1.3 C„, n > 3 

Conventions. 

On numerote les racines simples de maniere que le diagramme de Dynkin soit : 



ai => a2 



a„_i - a„ 
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On sait (voir par exemple fLitOSi Section 6]) que I'ecriture 

Wo = Sqi O (Sa^ O Sai O SqJ • • • O (s^^ O Sa„_i O • • • O S^.^ ° Sqi ° Sq2 ° ' ' ' ° ■So 

est une decomposition reduite qui induit I'ordre ci-dessous sur les racines positives. 









/3(n-i)2+i = ai + 2a2 h 2a„_i + q;„ 












P2=ai+ "2 




/3jv-n = ai + ^2 H h a„-i + a„ 


Pi=ai 


(33^ ai+ 2a2 




/3Ar_„+i = ai + 2a2 h 2a„_i + 2a„ 




Pi =a2 




/3jv^„+2 = 0^2 + • • • + Clri-l + a?! 
















/Jtv = an 



On constate que ceci est un ordre de Lusztig et que toutes les colonnes exceptee la premiere sont exceptionnelles. 

Lemme 6.1.7. 

Si 1 < I < n et si Pj,f3j+i sont deux racines consecutives de C'l alors Pj+i -^ f3j est une contrainte. 

Demonstration : Chaque colonne comporte un nombre impair d'elements, notons C'l — {Pun ••■i/3«2fc+i}; /^"fc+i 6st 
une racine exceptionnelle et toutes les boites comportent une unique racine. 

• Soient j G Jl, A; — 1] U |fc + 1, 2fc + 1], /3„^ et Puj+i deux racines consecutives de C;. alors il existe une racine simple at- 
{I < ij < I < n) telle que Puj — Puj+i + oti-. D'apres la proposition l5.1.6| Puj+i -^ Puj est une contrainte. 

• Puk+2 est dans la boite qui suit la racine exceptionnelle, d'apres la proposition 15.1.71 Puk+2 ~^ Puk+i est une contrainte. 

• Comme Pu^+i + Pi = "^Pu^-i alors d'apres la proposition [5X81 Puk+i -^ Puk est une contrainte. 

D 
On en deduit : 

Corollaire 6.1.8. 

Si Ci = {Ps,Ps+i, ---^Pr = C(i} est la colonne I avec 1 < I < n, les contraintes provenant des plans admissibles sont : 



Pr^Pr 



P. 



s+1 



Ps 



Conventions. 

- Si C'l — {Ps, Ps+i, ■■■, Pr — cti} est la colonne I avec 1 < I < n, les colonnes tronquees contenues dans C'l sont les 
parties de la forme {Ps, Ps+i, ■■■, Pt}, t £ Is,?"]. 

- On note V I'ensemble de tous les diagrammes qui verifient les contraintes du corollaire \6.1.8\ pour I <l < n. 

On remarque que V est I'ensemble de tous les diagrammes A qui sont des reunions de colonnes tronquees (voir figure 
ci-dessous). 





■ 


D 




■ 


1 




■ 






D 


■ 






■ 


■ 






1 


1 


■ 
■ 





1 




■ 


■ 
■ 


I 






■ 


D 






■ 


■ 


■ 1 1 


1 




■ 
■ 


■ 



ev 



V 



Remarque 6.1.9. 

L 'ensemble des diagrammes de Cauchon note V a meme cardinal que le groupe de Weyl W. 
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Demonstration : Comme V est I'ensemble des diagrammes A qui sont des reunions de colonnes tronquees, on a 

\V\ =2"+i(n + l)! = \W\. 

D 

6.1.4 L'„,n>4 

Conventions. 

On numerote les racines simples de maniere que le diagramme de Dynkin soit : 

ai 



"3 



a^ 



O-n-l 



0.2 



On salt (voir par exemple JLit98\ Section 6]) que I'ecriture : 

Wo = Sqj O Sa^ O (Sa3 O Sa^ O S^^ O 5^3 ) • • • O (s^^ O Sq,,_j O ■ ■ ■ O Sa^ O Sa^ O Sa2 ° Sas O ■ ■ ■ O Sa„ 

est une decomposition reduite qui induit I'ordre ci-dessous sur les racines positives. 











/3jv-2n+i = ai + a2 + 2as h 2a„_i + an 












I3z = ai+a2 + as 




Pn-u-i = ai + a2 + as 1- a„_i + a„ 


Pi-- 


= ai 


/?4 = 0^2 + as 




Pn-u = ai (oM a2) + as h a„_i + a„ 


P2-- 


= 0-2 


/Js = ai + as 




/Sw-n+i = "2 {ou ai) + as • • • + a„_i + a„ 






Pq = as 




/3jv-n+2 = as h a„_i + a„ 
















/^Af = a„ 



On a reunit ici les colonnes 1 et 2 pour une meilleur lisibilite de I'ordre sur les racines. 
On constate que ceci est un ordre de Lusztig et qu'aucune des colonnes n'est exceptionnelle. 

Lemme 6.1.10. 

Soit une colonne Ci = {/Sui, ■•■, /3m,, Pu^+n ■•■, Pu2s} (avec s = I — 1, I > 3), on a les contraintes 



(3u, 



•/?«, 



/?«,-! 



■ Pu2 *" Pui 



A 



Ma + 1 



Demonstration : Observons tout d'abord que seule la boite B = {/3«, ,/9ti,+i} comporte plus d'un element. 

• Pour j e [1, s - 2], on a (3uj+i + cis-j = Pu, et Pu2s-j+i + "s-j+i = Pu2s-j- Ainsi, par la proposition [5X6l on a les 
contraintes Pu,+i -^ Pu, et Pu2,-j+i -^ Pu2,-j 

• On a Pus+2 + ai € i? et Pus+2 + ct2 & B de sorte que par la proposition 15. 1.6] on a les contraintes Pu,+2 ~^ Pn^+i et 

Pus + 2 * P«s • 

• On a Pu^-i — «! G -B et /?«,_i — a2 G i? de sorte que par la proposition 15. 1.6( on a les contraintes Pu^+i -^ Pu^-i et 

n 

Conventions. 

- Si Ci = {Psi Ps+i, ■■■, Pr = a/} est la colonne I avec 1 < I < n, les colonnes tronquees privees de I'element Pm 
(s < m < r) contenues dans Ci sont les parties de la forme {Ps, Ps+i, ■•■, Pm-i, Pm+i,Pt\, t € |s, r]. 

- On note V I'ensemble de tous les diagrammes qui verifient les contraintes du lemme W.l.lOl pour 1 < I <n. 

On en deduit que V est I'ensemble des reunions de colonnes tronquees avec la possibilite d'avoir des colonnes tronquees 
avec un "trou" sur la ligne correspondant a ai lorsque la colonne tronquee ne depasse pas la ligne correspondant a a2. 
Ainsi : 
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I 


■ 


n 


I 


1 1 


■ 




■ 


1 1 II 1 


1 


y 


■ 
■ 



ev 



I 


■ 


n 


I 


1 


■ 




■ 


D 


■ 


□ 


I 


UJ 


1 


■ 


□ 



V 



Remarque 6.1.11. 

L 'ensemble des diagrammes de Cauchon note V a meme cardinal que le groupe de Weyl W. 

Demonstration : Comme V est I'ensemble des diagrammes A qui sont des reunions de colonnes tronquees qui 
possedent eventuellement un trou, on a 



|I?| = 4 X 6 X 8 X ... X 2n = 2"-'n! = \W\ 



n 



6.2 Les cas exceptionnels 

6.2.1 G2 

Conventions. 

On numerate les racines simples de maniere que le diagramme de Dynkin soit : 

ai <^ Q!2 

On sait que I'ecriture wq ~ Sa-^ o Sqj o Sq^ o s^j o Sai o 3^2 est une decomposition reduite de wq qui induit I'ordre suivant 
sur les racines positives. 







/32 = 3ai + a2 




P3 = 2ai + a2 


Pl-- 


= ai 


/34 = 3ai + 2a2 






/35 = ai + a2 




Pe = a2 



Lemme 6.2.1. 

On a les contraintes : p^ .^^ ^p^ ^^^ 



■A 



Demonstration : Pour trouver ces contraintes, on applique les propositions 15.1.61 15.1.71 et 15.1.81 car on a les egalites 
suivantes (/34 est une racine exceptionnelle) : 



/36 + ai = /35, h'ip^) + 1 = /34, /34 + ai = Ws., /^a + ai = (32- 

Convention. 

On note V I'ensemble de tons les diagrammes qui verifient les contraintes du lemme W.2.1\ . 

Remarque 6.2.2. 

L 'ensemble des diagrammes de Cauchon note V a meme cardinal que le groupe de Weyl W . 

Demonstration : Comme T) est I'ensemble des diagrammes A qui sont des reunions de colonnes tronquees 

|X>| =2x6 = 12= \W\. 



D 



n 
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6.2.2 Fi 

Conventions. 

On numerate les racines simple de sorte que le diagramme de Dynkin soit : 

ai Q;2 => (^3 Oi4 

On choisit la decomposition reduite de I 'element de plus grande longueur du groupe de Weyl suivante 

Wo = S4S3S4S2S3S4S2S3S2S1S2S3S4S2S3S1S2S1S3S4S2S3S2S1 

Cette decomposition induit I'ordre convexe suivant sur les racines positives : 





/3io(l,3,4,2) 




/3ii(l,2,4,2) 




/3i2(l,2,3,2) 






/3i3(l,2,3,l) 




/34(0,1,2,2) 


/3i4(l,2,2,2) 






/35(0, 1,2,1) 


/9i5(l,2,2,l) 




/?2(0, 0,1,1) 


/36(0, 1,1,1) 


/9i6(l,l,2,2) 


/3i (0,0, 0,1) 


/33(0, 0,1,0) 


/37(0, 1,2,0) 


/9i7(2,3,4,2) 




/38(0, 1,1,0) 


/3i8(l,2,2,0) 




/99(0, 1,0,0) 


/3i9(l, 1,2,1) 






/32o(l, 1,1,1) 




/32i(l, 1,2,0) 




/322(1, 1,1,0) 




/323(1, 1,0,0) 




/324(1, 0,0,0) 





10 




9 




8 






7 




5 


7 






4 


6 




^ 


3 


6 


i 


i 


3 


11/2 




2 


5 




1 


5 






4 




4 




3 




2 




1 



On verifie que chaque colonne est ordinaire ou exceptionnelle puis on refait le meme tableau en calculant h'{(3i) pour tout 
i pour verifier que I'ordre choisi correspond bien a celui de Lusztig. On connait deja la forme des diagrammes sur les 2 
premieres colonnes. Grace aux relations de commutations et a la proposition 15.1.61 on a les contraintes suivantes pour 
I'avant derniere colonne : 

6 
/ \ 

\ / 

7 

II y a done 8 possibilites de remplir cette colonne en suivant les contraintes. 



Au moven des propositions 15.1.6(15.1.71 


etl5.1.8( on obtient les con 


Diagrammes commengant par la case : 


Nombre de diagrammes 


Pas de case 


1 


10 


1 


11 


1 


12 


1 


13 


1 


14 


2 


15 


1 


16 


3 


17 


2 


18 


2 


19 


2 


20 


2 


21 


2 


22 


1 


23 


1 


24 


1 


TOTAL 


24 



24 

\ 
23 

\ 
22 

/ \ 

20 21 

\ ^ \ 
19 18 

\ / 

17 

\ 



16 
14 



15 

' \ 
13 



\ / 
12 

\ 
11 

\ 
10 



On denombre done :2x3x8x24 = 2'x3 diagrammes soit le cardinal du groupe de Weyl. 
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6.2.3 Eq 

Conventions. 

On numerate les racines simple de sorte que le diagramme de Dynkin soit 



Oi\ 



"3 



a-i 



ai 



as 



ae 



Pour decrire wq, on va remarquer que les racines a\ a a^ forment un systeme de racines de type D^. Si on appelle t, 
I 'element de plus grande longueur utilise precedemment pour le type D^ alors la decomposition 

Wq — TS6S5S4S2S3S1S4S3S5S4S6S2S5S4S3S1 
induit I'ordre convexe suivant sur les racines positives : 





/92i = (1,2,2 


3,2,1) 




/322 = (1,1,2 


3,2,1) 




/323 = (1,1,2 


2,2,1) 






/924 = (1,1,2 


2,1,1) 






Pis = Ql + Q2 + 2=3 + 204 + 0,5 


/325 = (1,1,1 


2,2,1) 






f^^ = Q2 +<»3 +2Q4 + Q5 


3l4 =Q1 +02 +03 +204 + 05 


/326 = (0, 1, 1 


2,2,1) 




/33 = <.2 + <»4 + a5 


3s = 02 + 03 + 04 + <J5 


315 = "1 + "2 + "3 + "4 + "5 


/327 = (1,1,1 


2,1,1) 


dl = Q2 


34 = "4 + 05 


39 = "2 + 03 + "4 


3l6 = 01+03 + 04 + 05 


/328 = (0, 1, 1 


2,1,1) 


fi2 = °5 


35 = ,,2 +Q4 


3l0 = Q3 + 04 + =5 


3l7 = 01+02+03+04 


/929 = (1,1,1 


1,1,1) 




/36 = °4 


3ll =°3+04 


1^18 = =1 + =3 + °4 


/330 = (0, 1, 1 


1,1,1) 






3l2 = «3 


3l9 = 01+03 


P-ii = (1,0,1 


1,1,1) 






320 = "1 


fe = (0,1,0 


1,1,1) 






/333 = (0,0,1 


1,1,1) 




/334 = (0,0,0 


1,1,1) 




/335 = (0,0,0 


0,1,1) 




/936 = (0,0,0 


0,0,1) 



On obtient les contraintes ci-dessous au moyen de la proposition [KTISl on denombre alors les diagrammes qui verifient ces 

contraintes : 
36 



35 

1 

34 

/\ 

33 32 

1\1 

31 30 

1/1 

29 28 

1/1 

27 26 

1\1 

24 25 

\/ 

23 



1 

22 



21 



Diagrammes commengant par la case : 


Nombre de diagrammes 


Pas de case 


1 


21 


1 


22 


1 


23 


1 


24 


1 


25 


2 


26 


2 


27 


2 


28 


1 


29 


3 


30 


1 


31 


4 


32 


2 


33 


2 


34 


1 


35 


1 


36 


1 


TOTAL 


27 = 33 



Pour les 5 premiere colonnes, on retrouve un systeme de type D5, soit 4x6x8x10 = 2^x3x5 diagrammes. 
En ajoutant la derniere colonne, on obtient 2'^ x 3"* x 5 diagrammes soit le cardinal du groupe de Weyl associe. On verifie 
done encore que le cardinal de V (ensemble des diagrammes de Cauchon) est le meme que celui de W. 
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6.2.4 ^7 

Conventions. 

On numerate les racines simple de sorte que le diagramme de Dynkin soit 



012 



ai 



as 



a4 



"5 



ae 



ar 



Comme les racines ai a uq forment un systeme de racines de type Eq, on appelle a, 
utilise precedemment pour le type Eq. La decomposition 



'element de plus grande longueur 



Wo — crS7S6S5S4S2S3SlS4S3S5S4S6S2S5S7S4S6S3S5SiS4S2S3S4S5S6S7 

induit alors I'ordre convexe suivant sur les racines positives. Pour pouvoir stocker toutes les informations dans un tableau, 
on va remplacer les vecteurs par leurs coordonnees sur la base ai, • • • , a7 en ne mettant pas les coordonnees inutiles. 





"1, "2, a 


3, 


"4, as 




^e- "7 




/337(2 


2 


3, 4, 3 


2 






/338(1 


2 


3, 4, 3 


2 






/339(1 


2 


2, 4, 3 


2 






/340(1 


2 


2, 3, 3 


2 






/34l(l 


1 


2, 3, 3 


2 






ai, "2' "3' "4' "5^ ag 


/342(1 


2 


2, 3, 2 


2 






/32l(l, 2, 2, 3, 2, 1) 


/343(1 


2 


2, 3, 2 


1 






/322(1. 1- 2, 3, 2, 1) 


/344(1 


1 


2, 3, 2 


2 






/323(1. 1. 2,2,2, 1) 


/345(1 


1 


2, 3, 2 


1 






Ql, a2, "3, 04,05, ae 


/324(1, 1, 2, 2, 1, 1) 


/346(1 


1 


2, 2, 2 


2 






a2, ci3, 0:4, as 


;3l3(l, 1, 2,2, 1) 


/325(1, 1, 1, 2, 2, 1) 


/347(1 


1 


2, 2, 2 


1 






"2- "4, Q5 


/37(1, 1,2, 1) 


/3l4(l, 1, 1,2, 1) 


/326(0, 1, 1, 2, 2, 1) 


/348(1 


1 


1, 2, 2 


2 




Q2' "5 


/33(1- 1. 1) 


/38(1, 1, 1, 1) 


/3l5(l, 1, 1, 1, 1) 


^27(1, 1. 1,2, 1, 1) 


/349(1 


1 


2, 2, 1 


1 




|3l(l,0) 


(34(0. 1. 1) 


;3g(l, 1, 1, 0) 


/3ie(l,0, 1, 1, 1) 


/32S(0, 1, 1,2, 1, 1) 


/350(1 


1 


1, 2, 2 


1 




^2(0, 1) 


(95(1. 1,0) 


/3lO(0, 1, 1, 1) 


/3i7(l, 1, 1, 1,0) 


;329(1, 1. 1, 1, 1, 1) 


/35l(0 


1 


1, 2, 2 


2 






(36(0. 1, 0) 


/3ll(0, 1, 1, 0) 


/31S(1,0, 1, 1,0) 


/330(0, 1. 1, 1, 1, 1) 


/352(1 


1 


1, 2, 1 


1 








/3l2(0, 1,0, 0) 


/3ig(l, 0, 1, 0, 0) 


^31(1, 0, 1, 1, 1, 1) 


/353(0 


1 


1, 2, 2 


1 








/32o(l, 0, 0, 0, 0) 


^32(0, 1, 0, 1, 1, 1) 


/354(1 


1 


1, 1, 1 


1 








/333(0, 0, 1, 1, 1, 1) 


/555(0 


1 


1, 2, 1 


1 






/334(0, 0,0, 1, 1, 1) 


/356(1 





1, 1, 1 


1 






/33b(0, 0, 0, 0, 1, 1) 


/357(0 


1 


1, 1, 1 


1 






;336(0, 0,0,0,0, 1) 


/358(0 


1 


0, 1, 1 


1 








/359(0 





1, 1, 1 


1 






/360(0 





0, 1, 1 


1 






/36l(0 





0, 0, 1 


1 






/362(0 





0, 0, 


1 






/363(0 





0, 0, 








On connait deja la forme des diagrammes sur les 6 premieres colonnes. On utilise la meme methode que pour Eq (propo- 
sition 15.1. 6p pour trouver les contraintes dans la derniere colonne de Ej . On obtient : 



40 



Diagrammes commengant par la case : 


Nombre de diagrammes 


Pas de case 




37 




38 




39 




40 




41 




42 


2 


43 


2 


44 


2 


45 


1 


46 


3 


47 


1 


48 


4 


49 


2 


50 


2 


51 


6 


52 


2 


53 


4 


54 


3 


55 


2 


56 


4 


57 


2 


58 


2 


59 


2 


60 


1 


61 


1 


62 


1 


63 


1 


TOTAL 


56 = 2^ X 7 



63 

\ 
62 

I 
61 

60 

/ \ 

59 58 

56 57 

\ ^ I 
54 55 

I ^ I 
52 53 

/ \ / \ 

49 50 51 

\ / \ / 

47 48 

45 46 

43 44 

\ ^ I 
42 41 

\ / 

40 

I 
39 

I 
38 

I 
37 



Les diagrammes de Cauchon pour les 6 premiere colonnes proviennent du cas Eq, soit 2^ x S** x 5 diagrammes. En 
ajoutant la derniere colonne, on a 2^" x 3^ x 5 x 7 diagrammes soit le cardinal du groupe de Weyl associe. On a encore 

\V\ = \W\. 

6.2.5 ^8 

Conventions. 

On numerate les racines simple de sorte que le diagramme de Dynkin soit : 

0.2 



ai 



"3 



a4 



"5 



ae 



a-j 



"8 



Comme les racines ai a ay forment un systeme de racines de type Ey, on note ay, I'element de plus grande longueur 
utilise precedemment pour le type Ey. On verifie que la decomposition reduite suivante 

Wo — CT7S8S7S6S5S4S2S3S1S4S3S5S4S6S2S5S7S4S6S8S3S5S7S1S4S6S3S2S5S4S5S2S3S6S1S4S7S3S5S8S4S6S2S5S7S4 
S6S3S5SiS4S2S3S4S5SgS7Ss. 

induit I'ordre convexe suivant sur les racines positives (on ne fait apparaitre id que la derniere colonne). Dans la deuxieme 
colonne on calcul h'{Pi) : 
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9z 










h'm 


/?64(2 


3 


4 


6 


5 


4 


3 


^/ 


28 


/?65(2 


3 


4 


6 


5 


4 


2 




27 


/?66(2 


3 


4 


6 


5 


3 


2 




26 


/?67(2 


3 


4 


6 


4 


3 


2 




25 


/?68(2 


3 


4 


5 


4 


3 


2 




24 


/?69(2 

/37o(2 


2 
3 


4 
3 


5 
5 


4 
4 


3 
3 


2 
2 


^ J 
^ ) 


23 
23 


/37l(l 

/372(2 


3 

2 


3 
3 


5 

5 


4 

4 


3 
3 


2 

2 


) 


22 
22 


/?73(1 
/374(2 


2 
2 


3 
3 


5 
4 


4 
4 


3 
3 


2 
2 


^ J 
^ J 


21 
21 


/375(1 
/376(2 


2 
2 


3 
3 


4 
4 


4 
3 


3 
3 


2 

2 




20 
20 


/377(1 
/378(1 
/379(2 


2 
2 
2 


2 
3 
3 


4 
4 
4 


4 
3 
3 


3 
3 

2 


2 
2 
2 




19 
19 
19 


/380(1 
/38l(l 
/382(2 


2 
2 
2 


2 
3 
3 


4 
4 
4 


3 
3 
3 


3 

2 
2 


2 
2 
1 




18 
18 
18 


/383(1 
/384(1 
/385(1 


2 
2 
2 


2 
2 
3 


3 

4 
4 


3 
3 
3 


3 

2 
2 


2 
2 

1 




17 
17 
17 


/?86(1 
/387(1 
/388(1 


1 
2 
2 


2 
2 
2 


3 
3 

4 


3 
3 
3 


3 

2 
2 


2 
2 
1 




16 
16 
16 


/?89(1 
/390(1 
/39l(l 


1 
2 
2 


2 
2 
2 


3 
3 
3 


3 

2 
3 


2 
2 
2 


2 
2 
1 




15 
15 
15 


/?92(2 


3 


4 


6 


5 


4 


3 


2) 


29/2 





(3^ 










h'{P^) 


/393(1,1,2,3,2,2,2,1) 
/394(1,1,2,3,3,2,1,1) 
/395(1,2,2,3,2,2,1,1) 


14 
14 
14 


/396(1,1,2,2,2,2,2,1) 
/?97(1,2,2,3,2,1,1,1) 
/398(1,1,2,3,2,2,1,1) 


13 
13 
13 


/399(1,1, 

/?ioo(l,l 
/3ioi(l,l 


1, 

2 
2 


2, 
3 

2 


2, 
2 
2 


2, 
1 
2 


2, 




12 
12 
12 


/3io2(0,l 

/3l03(l,l 
/3l04(l,l 


1 
2 

1 


2 
2 
2 


2 
2 
2 


2 
1 
2 






11 
11 
11 


/?105(1,1 
/3l06(l,l 

/3io7(0, 1 


2 
1 
1 


2 
2 
2 


1 
2 
2 


1 

1 
2 






10 
10 
10 


/3l08(l,l 

/3io9(0,l 


1 
1 


2 
2 


1 
2 


1 

1 






9 
9 


/3iio(l,l 
/3iii(0,l 


1 
1 


1 
2 


1 
1 


1 
1 






8 
8 


/3ii2(l,0 
/3ii3(0,l 


1 
1 


-*- 


1 
1 


1 
1 






7 
7 


/3ii4(0,l 
/3ii5(0,0 



1 




1 
1 


1 
1 






6 
6 


/3ii6(0,0 







1 


1 






5 


/3ii7(0,0 








1 


1 






4 


/3ii8(0,0 











1 






3 


/3ii9(0,0 


















2 


/3i2o(0,0 



















1 



On connait deja la forme des diagrammes sur les 7 premieres colonnes. Au moyen des propositions l5.1.6tl5.1.7l et l5.1.8| on 

obtient les contraintes pour la derniere colonne. 

En particulier, on va avoir des contraintes du type (i => j ou k) : 

(92 => 91 ou 90) et (92 ^ 90 ou 89) et (92 => 91 ou 89). 

On note ces contraintes par des pointilles dans le graphe ci-dessous : 



42 



^ \ X \ 



\ ^ \ ^ 
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On utilise alors les contraintes ci-dessus pour trouver le nombre de diagrammes possibles. 



Diagrammes commengant 


Nombre de 


par la case : 


diagrammes 


Pas de case 


1 


64 


1 


65 


1 


66 


1 


67 


1 


68 


1 


69 


1 


70 


2 


71 


2 


72 


2 


73 


1 


74 


3 


75 


1 


76 


4 


77 


2 


78 


2 


79 


7 


80 


2 


81 


3 


82 


11 


83 


5 


84 


4 


85 


6 


86 


9 


87 


6 


88 


5 


89 


4 


90 


12 


91 


6 


92 


8 



Diagrammes commengant 


Nombre de 


par la case : 


diagrammes 


93 


5 


94 


3 


95 


6 


96 


8 


97 


8 


98 


4 


99 


12 


100 


3 


101 


6 


102 


16 


103 


3 


104 


8 


105 


5 


106 


4 


107 


7 


108 


3 


109 


3 


110 


4 


111 


2 


112 


5 


113 


2 


114 


2 


115 


2 


116 




117 




118 




119 




120 




TOTAL 


240 = 2" X 3 X 5 



Pour les 7 premiere colonnes, on retrouve un systeme de type E^, soit 2^" x S'' x 5 diagrammes. 

En ajoutant la derniere colonne, on denombre 2^" x 3"* x 5 x 7 diagrammes, soit le cardinal du groupe de Weyl associe. 

On a, comme dans les autres cas, |I?| — \W\. 
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